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1. Pourtoutxe€]-1,1[, onpose:
fx)=

1.1

1.2
1.3.
1.4.
1.5.

xB+1
Trouver (a, b, ¢) € R3 tels que :
Vrel-1,1[, fo=— 4 Dx*e
Y Cx+1l o x2-x+1
Donner, si elle existe, la primitive de f sur]—1,1[ qui s'annule en 0.

=D" 3n+1
3n+1 X :

Donner le rayon de convergence de la série entiére }_,,~¢
Calculer sa somme lorsque c’est possible.

. _1\n
En déduire la somme %) %

2. Onse donne M € ./, (R) telle que M3 —4M = 0 et TrM = 0.

2.1.
2.2,

SOLUTION

Prouver que le spectre de M est inclus dans 'ensemble des racines de P(X) = X® — 4X.
En déduire toutes les matrices M € .#4 (R) vérifiant les deux conditions de I'énoncé.

1. 1.1. Onréalise une décomposition en éléments simples. On trouve apres calculs a=1/3, b= —-1/3 et c =2/3.
1.2. Notons Fla primitive de f sur]—1,1[ quis’annule en 0, cette derniére existant bien puisque f est conti-

nue sur cet intervalle. En utilisant la décomposition précédente, on écrit, pour xe]—1,1[:

11 1 2x—4 1.1 1 2x-1 1 1
3x+1 6x2—x+1 3x+1 6x2—x+1 2x2—x+1
111 2x-1 2 1
3x+1 6x2—x+1 3(2x—1

V3

On trouve alors en primitivant pour x € ] —1,1[ et en ajustant la constante pour satisfaire F(0) =0 :

flx)=

)2+1

2x—1

\/§)+6i\/§

1 1 1
F(x) = §ln(x+ 1) - gln(x2 —-x+1)+ %Arctan(

1.3. Lapplication du critere de d’Alembert donne rapidement que le rayon recherché est égal a 1.
1.4. Notons S la somme de cette série entiere sur ] —1,1[. Par dérivation terme a terme sur l'intervalle ouvert

de convergence ] 1,1, il vient :

+00 +00 1
_ ! — _1)\43n — _ 43\ — —
vxel-1,1[, S'(x) n;o( D"x V;O( = s =W

o1 'on a utilisé I'expression de la somme d’une série géométrique de raison —x> € ] —1,1[. Puisque
S(0) =0, on obtient donc S = F ou F est la fonction trouvée a la question 1.2.



2.2.
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1.5.

Pour x € [0,1], la série )5 (3;112; X est alternée et vérifie les hypotheéses du théoréme spécial des

séries alternées (son terme général en valeur absolue est décroissant et tend vers 0). On obtient donc la
convergence de la série ainsi que la majoration du reste :

3n+1

(_1)n+1x3n+4 1

< 0
3n+4 n—+oo

Vxe[0,1], |IR,(x)|<
[0,1], [Rp(x)I 3nta

La majoration étant indépendante de x € [0, 1], on obtient la convergence uniforme de S sur [0,1]. Les
fonctions sommeées étant continues sur [0, 1] puisque polynomiales, on obtient que S est continue sur
[0,1]. Ainsi, par continuité deSen 1:

& =D” . . 1 n
> =S(1) = lim S(x) = lim F(x) = = (In2+ —
=3n+1 x—1- x—1- 3 V3

C’est une propriété de cours (qu’il faut redémontrer ici) : étant donné que P est annulateur de M, le
spectre de M est inclus dans ’ensemble des racines de P, a savoir {-2,0, 2}.

Le polyndéme P étant scindé a racines simples, toujours grace au cours, M est diagonalisable dans R.
Notons m_j, my et my les multiplicités des potentielles valeurs propres trouvées ci-dessus (on convient
que la multiplicité est nulle si jamais la valeur n’est pas valeur propre). Puisque M est diagonalisable
dans R, son polyndme caractéristique est scindé et sa trace vaut donc la somme des valeurs propres
comptées avec multiplicités. On obtient —2m_y +0mg +2my = 0, c’est-a-dire m_, = my. La matrice M
étant diagonalisable et de taille 4, elle est donc semblable a I'une des trois matrices diag(0,0,0,0) = 0,
C; = diag(-2,-2,2,2) ou Cy = diag(0,0,-2,2). Réciproquement, on peut vérifier que la matrice nulle et
toute matrice semblable a C; ou C; est bien solution du probleme.

1. Onfixe a >0 et on pose:

1.1
1.2
1.3.
1.4.

+00
foa(®) =Y sin®(£) cos”™ (1)
n=0

Donner le domaine de définition de f;.
Calculer fy sur [0,71/2].

Etudier I'intégrabilité de f sur [0,7/2].
On pose pour tout 7=0:

n/2
up(a) = f sin®(#) cos” (¢) dt
0

Déterminer la nature de la série Z Un(a).

n=0

1.5. Calculer u,(3).

2. Onse donne A € .#,(R) non nulle et telle que A% + 9A = 0.

2.1. Montrer que sp(A) c {0,—31,3i}.
2.2. Aest-elle diagonalisable dans .4, (C)?
2.3. Etdans ./, (R)?

SoLuTiO

1.

N

1.1.

1.2.

Si t € nZ, le terme général de la série définissant f,(#) est nul de sorte que f4(#) =0.Si t ¢ nZ, on a
cos(r) € ]-1,1[ et fy(t) est, a un facteur sin®(¢) pres, une série géométrique convergente. Ainsi fy est
définie sur R.

Grace ala question précédente, ona fy(0) =0et:

sin®(#)

Vte]0,m/2], )= ——
) b fu®) 1-cost



1.3. Avec I'expression de la question précédente, on constate que fy est continue sur ]0,7/2]. De plus, on a
au voisinage de 0 :

* a—2
fol®) =0 2 =2t
2
de sorte que par comparaison avec les intégrales de référence de Riemann, f, est intégrable en 0 si et
seulement si2 —a < 1, c’est-a-dire si et seulement si o > 1. En résumé, f est intégrable sur [0, /2] si et
seulement si o > 1.
1.4. Pourn=0ette[0,n/2], on pose:

Sn(t) =Y sin®(#) cosk (1)
k=0

On a alors :
n n/2
Vn=0, Zuk(a)zf Su(t)dt
k=0 0

On applique alors le théoreme de convergence dominée. (S ), est une suite de fonctions continues
sur [0,7m/2] qui converge simplement vers fy sur [0,7/2] et cette derniére fonction est continue par
morceaux sur [0,7/2]. De plus,

n +00
VYn=0, VYre[0,m/2], S,)= Z sin®(#) cosk (1) < Z sin®(#) cos® () = fu(2)
k=0 k=0

et fy estintégrable sur [0,7/2] sia > 1 d’apres la question précédente. On obtient donc que sia > 1:

/2

n
nEIPoo | S”(t)dt:nhllloo];)uk(a) existe,

c'est-a-dire que la série Y u,(«) converge.
n=0
Soit maintenant a < 1. On suppose que la série Y~ u, () converge. Les fonctions v, : t € [0,71/2] —
sin®(#) cos™(t) sont continues sur [0,7/2] et intégrables. La série Y., v, converge simplement sur
[0,7/2] vers fy qui est continue sur [0,7/2]. De plus, Y~ f[;ﬂ?‘lvnl = Y =0 Un(a) converge par hy-
pothese. Le théoréme d’intégration terme a terme donnerait alors que Y72 v, = fy est intégrable sur
[0,7/2], ce qui n'est pas le cas puisque « < 1. Ainsi, si a < 1, la série Z U, (a) diverge.
n=0
1.5. Le changement de variable u = cos t donne immédiatement, pour n=0:

1 1 2
n+l n+3 Mm+1)(n+3)

1
u,3) :f A-uPHu"du=
0

La série }_,>0 4, (3) est bien convergente, ce qui est cohérent avec le résultat de la question précédente.

2. 2.1. C’estune propriété de cours (qu’il faut redémontrer ici) : étant donné que P(X) = X3 +9X est annulateur
de A, le spectre de A est inclus dans 'ensemble des racines de P, a savoir {0, 31, 3i}.
2.2. SurC, le polynéme P étant scindé a racines simples, toujours grace au cours, A est diagonalisable.
2.3. La premiere question montre qu’il n'y a qu'une seule valeur propre réelle possible pour A. Ainsi, si A
était diagonalisable sur R, n’ayant que 0 pour valeur propre, elle serait égale a 0-1,,, ce qui donnerait
A =0. Cen’est pas le cas par hypothese. Ainsi A n’est pas diagonalisable sur R.
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1. On note E 'ensemble des fonctions de classe €2 sur [0, 1]. On définit alors, pour tout f €E:

+/01|f’| et Nz(f)=U01f fol|f”|

1.1. Calculer No(f), N1(f) et N2 (f) lorsque f : x — sin(2mx).
1.2. Vérifier que Ny, N; et N sont des normes sur E.

+

Jir

No(f)=f01|f|. Nl(f):Uolf



1.3. Soit f € E. Prouver qu'’il existe c€ [0,1] tel que :

| = fO

1.4. Montrer que Ny(f) < N;(f) pour tout f € E et trouver une fonction de E pour laquelle il y a égalité.
1.5. Existe-t-il une constante C > 0 telle que Ny (f) = CN; (f) pour tout f € E?

2. Soient (E, (-|-)) un espace euclidien de dimension n et (uy,..., 4,) une famille de vecteurs unitaires de E. On
suppose qu’il existe ae Ravec a # 1 et a # —ﬁ tel que :

Vi, Hell,nl? i#j, Wwiluj)=a

2.1. Soit (A;)1<i<n € R". Calculer, pour tout j€ [1,n] :

n

Q- Aiugluj—uy)
i=1

2.2. Montrer que (uy,...,U,) est une base de E.
SOLUTION

1. 1.1. On calcule Ny (f) grace a une étude du signe de x — sin(2nx) sur [0, 1] pour gérer la valeur absolue et a
la relation de Chasles :
1

1 1/2 1 1 2
No(f) :f |sin(2mx)|dx :f sin(2mx) dx—f sin@nx)dx=—— (——) =—
0 0 1 T T

/2
De méme, on trouve ensuite :

Ni(f)=4 et Ny(f)=8n

1.2. On étudie ici Ny, les arguments pour Ny et N, étant alors similaires. La positivité et 'homogénéité de
N, sont claires; et 'inégalité triangulaire sur la valeur absolue permet de prouver I'inégalité triangulaire
sur N;. Pour la séparation, sil’'ona N; (f) = 0 avec f € E, il vient par somme de termes positifs nulle :

folf'zo et fol|f’|

Grace au caractere défini de I'intégrale, la deuxiéme relation donne que f’ = 0 sur [0,1] et ainsi que
f est constante sur [0,1]. La premiere relation donne ensuite que cette constante est nulle et donc
finalement f = 0 comme souhaité.

1.3. Lafonction f étant continue sur [0, 1], grace au théoreme des bornes atteintes, elle est bornée et atteint
ses bornes. On note respectivement m et M dans [0, 1] des points ol elle atteint son minimum et son
maximum. Onadonc: f(m)< f(x) < f(M) pour tout x € [0, 1]. Par croissante de I'intégrale, il vient en
intégrant sur [0,1] :

1
f(m)sf0 fsf

Ainsi le nombre fol f est compris entre deux valeurs f(m) et f(M) de f. La fonction f étant continue
sur [0, 1], par le théoréme des valeurs intermédiaires, ce nombre est atteint par f et il existe donc bien
1
ce[0,1]tel que [ f = f(o).
1.4. Soit f € E. On reprend les notations de la question précédente. Pour x € [0,1], on a grace au théoreme
fondamental de I'analyse :

X 1 X
fx) :f(c)+f f’(t)dt:fo f+f fl(nde
Cc Cc
On en déduit par inégalité triangulaire, toujours pour x € [0,1] :

folf /Cx|f’(t)|dt folf+/01’f’(t)|dt:N1(f)

Par croissance de l'intégrale, il vient Ny (f) < N; (f) en intégrant sur [0, 1].
Pour la fonction constante f : x— 1, on constate que No(f) = Ny (f).

+ <

|[f0] <




1.5.

2.2.
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S’il existait une telle constante C > 0, on aurait, en appliquant en f : x — x" pour n € N I'inégalité :

En passant a la limite lorsque n — +o0, on trouverait C < 0, ce qui absurde. Ainsi, une telle constante
n’existe pas.
On a, par bilinéarité du produit scalaire :

n n n
Qo Aiugluj—un) =Y Ai(uilup) =Y Ai(uiluy)
i=1 i=1

i=1
= Z)\i-a+)\j— Z)\i-a—)\n
i£j i#n

ol 'on a utilisé que (uy | ug) vaut a si k # € et 1 si k = € puisque les vecteurs sont supposés unitaires. On
écrit ensuite :

n
(Z)\iuiluj—un):Z)\i-a+)\j—2)\i-a—)\n
i-1 i7j izn
=a Y N+aky+Aj-a Y Ni—akj-\,
i¢{j,n} i¢{j,n}
=Aj-Ad-a)

Lespace E est de dimension 7 et la famille étudiée possede n vecteurs; ainsi, pour prouver que c’est
une base, il est suffisant de prouver qu’elle est libre. On se donne donc des scalaires (A;)1<i<n tels que
Y, Aiu; = 0. Avec la question précédente, cela donne :

Viell,nl, (\j-A)(1-a)=0

Or a # 1 par hypothese donc A j = A, pour tout j € [1,7]. On note A la valeur commune des (A;)1<i<n :
il nous suffit maintenant de montrer que A = 0 pour conclure. Par un calcul analogue a la question
précédente, ona:

0= ANuglu) = Auilu) :)\(Zaﬂ) =A1+(n-1a)

i=1 i=1 i#j

Comme a # — ﬁ, il vient A = 0 comme souhaité.

1. Pour neN, onpose:

+00 ent
I, = ——dt
n j(; (1+2ef)yn+l

1.1. Prouver que I, converge pour tout n € N.

1.2. Démontrer que :

1 n—-1
= + —
2n3" 2n

Vn=1, I,

1.3. Déterminer, si elle existe, la limite de I,,.

1.4. Exprimer n2"1, en fonction de n € N.

1.5. En déduire le rayon de convergence de la série entiére Y, I, x".
1.6. Calculer la somme de la série entiere }_ ;5o I, x".

2. Onfixe n € N*. On se donne A € ./, (R) telle que A3 — A2 + A—1,, =0.

2.1. Montrer que les valeurs propres de A sont incluses dans I'’ensemble des racines du polynome P(X) = X3 —
X2 +X-1.



2.2. Calculer det(A).
2.3. Démontrer que Tr(A) € N.

SOLUTION

1. 1.1. Soitn eN.Lafonction f,,: t — e/ (1+2e")"*1 est continue sur [0, +oo [ et au voisinage de +oo,on a:

et 1

- _ —t
f(0 t—+oo 2N+1ptn+l) — on+l

e

qui est une fonction intégrable au voisinage de +oo (intégrale de référence exponentielle). Ainsi 'inté-
grale I, converge.
1.2. Onfixe n =1 et on réalise une intégration par parties généralisée, sous réserve d’existence du crochet :

+00 em‘ 1 2¢
I,l:f —dtz—f R
0 (1+26t)n+1 2Jo W_/(1+26t)n+1
U ——
=v/

1 oo 1 ptoo 1
—e(”_m] +—f —————(n-De" Vidr
n(l+2eH)n 0 2Jo  n(l+2eH)n

Le crochet est bien convergent en +oo et vaut 0 (ce que I'on peut voir en prenant par exemple un équi-
valent). On obtient donc finalement :

1
2

1 n-1
= +—
2n3" 2n
1.3. Pour obtenir la limite de I,,, on utilise le théoréeme de convergence dominée. Les fonctions (f},) ;>0 sont
continues sur [0, +oo[ et convergent simplement vers la fonction nulle sur [0, +oo [, fonction qui est elle
aussi continue sur [0, +oo[. La convergence simple vers 0 peut se voir en écrivant pour =0 :

el )" 1
1+2ef) 1+2e! n—+oo

L

In—l

0

o=

Enfin, on a la domination :

ent nt

(1+2e!)n+1
avec la fonction ¢ — e~ est continue et intégrable sur [0, +oco[. On conclut par théoréme de conver-

gence dominée que (I,) ,en tend vers 0.
1.4. Grace alarelation de la question 2, onapourn=1:

e

< <e!
2n+1e(n+1)t

YneN, Yt=0, |fu(0)|=

n 1(2)" n-1
n2 In:i 3 +(n-12"""1,4

En notant u, = n2""1,, pour n=0,onadoncpourn=1:
()
Up—Up—1==|=
n n-1 213
En sommant de 1 a N = 1 cette relation, on obtient :
N
1%(2)” 11-(3) 2 . (Z)N
UN — Up = — — == ]1—-|-
N TaslE) T2-2 s 3
On en déduit finalement, puisque 1y =0, que :
2 n
Vn=0, nZ”Inzl—(g)

1.5. Laquestion précédente permet d’obtenir que n2"1, tend vers 1 lorsque n — +o0, ce qui donne I,, équi-
valent a 1/(n2") lorsque n — +oo. Ainsi, par comparaison, le rayon de convergence de la série entiere
Y n=0lnx" estle méme que celui de ;5o x"/(n2"). Ce dernier rayon se calcule facilement par applica-
tion du critére de d’Alembert et on trouve donc finalement que le rayon R recherché est R = 2.

1.6. Onfixexe]-2,2[.Ona:

+00

"o
1+2et

elx
1+2et

+0o +00
Yhat=y
n=0 n=0

0

~

—~

=up (1)
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1.

2.2.

2.3.

Nous allons appliquer le théoréme d’intégration terme a terme pour échanger série et intégrale. Les
fonctions (u,) ,eny SONt continues et intégrables sur [0, +o0o[ (question 1.1) et la série }_,~( 1, converge
simplement (somme géométrique) vers la fonction :
1 1 1
[ — 7 =
1+2et1__¢ex  1+el(2—x)
1+2et

qui est continue sur [0, +oco[. Enfin, on a grace a la croissance de I'intégrale :

+00 +oo [ olix] \" 1 x|\ oo x|\
men [ Tunonars [T L g (1)
0 0 1+2et) 1+2et 2 0 2
——
x\”l <e~!

<2
2

. P + . N z ... 2
Or |x| < 2 donc on obtient que la série ¥_,,59 f * lun| est convergente par comparaison a une série géo-
métrique convergente. Le théoréme d’intégration terme a terme s’applique et :

+00 +00 +00 etx n 1 +oo dt
Zlnxn: Z( ) —dl‘:f _
n=0 0 a=o\l+2ef) 1+2ef o l+el2—x)

Apres calcul de cette intégrale (changement de variable u = e puis décomposition en éléments simples,
par exemple), on obtient :

+00

Y Iux"= ln(g_—x)

n=0 2-x
C’est une propriété de cours (qu'il faut redémontrer ici) puisque P est un polynéme annulateur de A.
On observe que 1 est racine évidente de P puis par factorisation et résolution d'une équation du second
degré que —i et i sont les deux autres racines (complexes conjuguées) de P. Ainsi sp(A) c {1,—1i, i}.
Sil’on se place dans C, on sait que le déterminant de A est le produit des valeurs propres comptées avec
multiplicités. Avec des notations évidentes, on obtient det(A) = 1" (—i)™-ij" . Mais A étant réelle, on
peut facilement montrer que m_; = m; (voir le cours). Ainsi det(A) = (=iZH)mi =1mi =1,
De méme, en se placant sur C, on sait que la trace de A est la somme des valeurs propres comptées avec
multiplicités. On a donc, en utilisant m; = m_; : Tr(A) = 1my —im; +im; = 1m; = my € N.

On considere une urne contenant 7 = 2 boules numérotées de 1 a n. On procede a des tirages successifs avec re-
mise d'une boule dans I'urne. On note X, la variable aléatoire réelle correspondant au rang du premier numéro
tiré différent du numéro tiré au premier tirage. On définit également Y, la variable aléatoire réelle correspon-
dant au premier rang auquel tous les numéros sont apparus.

1.1. Donner laloi de X,,.

1.2. Vérifier que la loi de X, est bien une loi de probabilité.

1.3. Prouver que E(X;,) existe et la calculer.
Donner, si elle existe, sa limite lorsque n — +oo et interpréter le résultat.

1.4. DonnerlaloideY,.

1.5. Pour2<i< j,donnerPx,-;(Y3 = j).

1.6. Déterminer laloi de Ys.

Dans un espace euclidien E de dimension n muni d'une base orthonormée 3 = (ey,...,e;), on considere un
projecteur orthogonal p derang r.

2.1. Soit x € E. Prouver que : ||p(x)[? = (p(x) | x).

2.2. Endéduire que:

n
Y lpel*=r

i=1



SOLUTION

1.

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

Pour commencer, on a X,;(Q) = N\ {0,1}. Soit donc k = 2. On va calculer P(X;, = k). Pour ce faire, on
introduit les variables (T},) ,en+ telles que T, renvoie le numéro de la boule tirée au tirage n pour n = 1.
On a alors :

n
PX, =k) =P(U(T1 =i,To=i,....Tp1 =0, Tp # i))
i=1

I
M=

P(Ty=i,To=1i,...,Tp_1 =0, Ty #1) (par o—additivité)
1

P(Ty=0)P(Ty=1)---P(Tr_1 =DP(Tr #1) (par indépendance des lancers)

G =)= )
1\n n n n
D’apres le cours, il suffit de montrer que les (P(X,, = k))x=2 sont positifs et de somme égale a 1. La

positivité est claire. De plus, par sommation des termes d'une suite géométrique de raison 1/n€]0,1[
(n=2),ona:

I R 0 B P

I
M=

Il
—

Il

1

k=2 k=2 n =1 n n
Ainsi la loi de X, est bien une loi de probabilité.
On rappelle le développement en série entiere usuel suivant :

+00 1
Vxe]-1,1], x=—
] [ n;o -

Par dérivation terme a terme sur l'intervalle ouvert de convergence, on obtient :

1
(1-x)?

+00
vxe]-1,1[, Y nx"'=
n=1

On peut ainsi, sous réserve de convergence, calculer E(X,,). Cela donne :

+00 +00 1 k-1 1
EXp) =) kPX, =k) = an(—) (1——)
k=2 k=2 n n

28

njim \n

On remarque que E(X,) tend vers 2 lorsque n tend vers +oco, ce qui est cohérent puisque lorsque le
nombre de boules est grand, on a des le deuxieme tirage une probabilité trés proche de 1 ((n—1)/n) de
tirer une boule différente de celle du premier tirage.

On aY2(Q) =N\{0, 1} et, pour k = 2, par o —additivité puis indépendance des lancers :

PYo=k)=P(T1=1,.... Ts_; =1, T =2)U(T1 =2,..., Tj_; =2, T = 1))

_21k_1
o) T ookt

Soit 2 < i < j. Sachant (X3 = i), on sait qu’'au i—eme tirage, on vient de piocher pour la premiére fois
une boule différente de celle du premier tirage. Si I'on souhaite réaliser (Y3 = j), on veut qu'au j—éme
tirage, on pioche pour la premiére fois I'unique boule qui n’a jamais été piochée jusqu'’ici. On répete
donc a partir du (i + 1)—eéme tirage une infinité de tirages indépendants jusqu’a obtenir ce succes dont
la probabilité est de 1/3; on reconnait le schéma d’une loi géométrique, ce qui permet d’écrire :

Jj—i-1 1

Px,=iy(Y3=j) = (—) 3

3
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1.

1.6.

2. 2.1.

2.2.

Soit u un endomorphisme non nul de R® tel que u

On aY3(Q) =N\{0,1,2}. Soit j = 3. Grace ala formule des probabilités totales, on peut écrire :

j-1
P(Ys=j) =} Pxy=i) (Y3 = )P(X5 = 1)
i=2

le(z)f‘i‘ll 1)1 2
v (2 _.3(_) 2
=3 3°13) 3

(3 &l

Dans la suite, on note F le sous-espace sur lequel p projette. On fixe x € E. Par le cours, on sait que
p(x) € F et que x — p(x) est orthogonal a tout élément de F. Ainsi, en particulier, x — p(x) est orthogonal
a p(x), ce qui donne :

x-pX)|px))=0 = xIpx)=pPwipx) < xlpx)=IpxI?

Grace a la question précédente, on a:
n n
Yo lplenl* =) (plele;)
i=1 i=1

Mais par le cours, les ((p(ei) | e,-))lsisn sont les coefficients diagonaux de la matrice de p dans la base
orthonormée 5. Sil'on note S lasomme recherchée, cela donne S = Tr(Mg (p)) = Tr(p). De plus, dans une
base p’ adaptée a la décomposition en somme directe E = F @ F*, la matrice de p est de la forme :

1 0
Mpf(l?) = ((;C 0)

En effet, il faut se rappeler que par définition, p agit comme 'identité sur les vecteurs de F et comme
I'endomorphisme nul sur les vecteurs de F*. Par lecture directe, on constate que k = rgMg (p)) =
rg(p) = r. On en déduit Tr(p) = Tr(Mg/(p)) = k =r, ce qui donne finalement S = r comme souhaité.

3=—u.

1.1. Montrer que Im(u? +id) < Ker().

1.2
1.3.

En déduire que Ker(u) et Ker(u? +id) sont supplémentaires dans R3.
Prouver que 0 est la seule valeur propre réelle possible de u.

En déduire que Ker(u) # {0} et Ker(u? +id) # {0}.
1.4. Montrer qu’il existe une base de R? telle que la matrice de u dans cette base soit :

0 0 O
M=|0 0 1
0 -1 0

Indication : On pourra montrer que si a # 0 est dans Ker(u? +id) alors u(a) aussi et qu’alors (a, u(a)) est

libre.

2. On pose, sous réserve d’existence :

+00 l—z
= dt
J fo el —1



2.1. Justifier que J est bien définie.

2.2. Prouver que:

SOLUTION

1.

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

. 2.1

2.2,

+

8

I
\S]
3|~

J

n=1

Soit y € Im(u? +id). On peut écrire y = u?(x) + x avec x € R3. On a alors u(y) = u3(x) + u(x) = 0 puisque
u® = —u. Ceci prouve bien que y € Ker(z) comme souhaité.

Soit x € Ker(u) N Ker(u? +1id). Comme x € Ker(u), on a u(x) = 0 et donc aussi u?(x) = 0. Mais comme
x€Ker(u?+id), on a u?(x) +x = 0, ce qui donne x = 0 avec la relation précédente. Ainsi on obtient
Ker(u) nKer(u? +id) = {0}. Pour prouver que ces deux sous-espaces sont supplémentaires, il est donc
maintenant suffisant de prouver que la somme de leurs dimensions vaut celle de R, a savoir 3. La
question précédente donne rg(u? +id) < dim(Ker(u)). Le théoréme du rang donne quant a lui la relation
dim(Ker(u? +id)) + rg(u? +id) = 3. En combinant les deux, on a dim(Ker(u)) + dim(Ker(u? + id)) = 3,
d’ott 'on déduit dim(Ker(u)) + dim(Ker(u? + id)) = 3 comme souhaité puisque la somme de ces deux
sous-espaces reste un sous-espace de R® et a donc une dimension inférieure ou égale a 3.

D’aprés hypotheése, P(X) = X3 +X est un polynome annulateur de u de sorte que par le cours les valeurs
propres réelles de u sont incluses dans I'ensemble des racines réelles de P, c’est-a-dire dans {0}. Ainsi 0
est la seule valeur propre réelle possible pour u.

Etant en dimension impaire, on sait que © admet au moins une valeur propre, qui est donc 0 par le
raisonnement précédent. Ainsi I'espace propre associé Ker(u) n’est pas réduit au vecteur nul, c’est-a-
dire Ker(u) # {0}. Enfin, si on avait Ker(u? + id) = {0}, la question précédente donnerait R3 = Ker(u),
c’est-a-dire u = 0, ce qui est exclu par hypothese.

On se donne a € Ker(u?+id) avec a # 0, ce qui est possible d’apreés la question précédente. On va prouver
que u(a) appartient lui aussi a2 Ker(u? +id). On a (u? +id)(u(a)) = u®(a) + u(a) = 0 puisque u> = —u, ce
qui montre bien que u(a) € Ker(u? +id). On va maintenant montrer que (a, u(a)) est une famille libre
de Ker(u? +id). Supposons que aa +pu(a) =0 (). En composant par u dans (x) et en utilisant que
u?(a) + a =0 (puisque a € Ker(u? +id)), on a au(a) —pa=0 (*x*).Le calcul a- (%) —p- (x*) donne alors
(o +B%)a =0. Comme a # 0, il vient a® + p? = 0 et donc o = p = 0 comme souhaité.

On observe que dim(Ker(u? +id) < 2 car si cette dimension était égale a 3, la question 1.2 donnerait
Ker(u) = {0}, ce qui exclu par la question précédente. Ainsi (a, u(a)) est une famille libre a deux éléments
de Ker(u? +id) qui est de dimension au plus 2 : c’est donc une base de Ker(u? +id) et ce sous-espace est
de dimension 2. Grace ala question 1.2, on en déduit que Ker(u) est de dimension 1 et que sil’on prend
(b) une base de Ker(u) alors par concaténation la famille § = (b, u(a), a) est une base de R3. Enfin, on
remarque que u(b) =0, u(u(a)) = u?(a) = —a et u(a) = u(a) de sorte que la matrice de u dans la base p
est bien M.

La fonction f : t — t?/(e’ — 1) est continue sur ] 0, +oco[. En 0, la fonction f est équivalente a ¢ — ¢ qui
admet une limite lorsque ¢ tend vers 0. Ainsi f est prolongeable par continuité en 0 et donc intégrable au
voisinage de 0. En +oo, on remarque que ¢ — t? () tend vers 0 lorsque ¢ tend vers +oo par croissances
comparées, ce qui permet de justifier I'intégrabilité de f au voisinage de +oo. Ainsi J est bien définie.
Par développement en série entiére usuel, on peut écrire :

t2 tZe—t +00 +00
vt>0’ f(t): — — tze—tze—nt: [26—(n+l)t
-1 1-e! = PR
=up(1)

Ainsiona:

+00 +00

+00
I=f fnyde= > un(t)de
0 0 n=0

On va maintenant appliquer le théoreme d’intégration terme a terme pour échanger intégrale et somme.
Les fonctions (u,) ,en SONt continues sur 10, +oo[ et intégrables sur ]0, +oo[ (prolongeables par conti-
nuité en 0 et t>u, () — 0 au voisinage de +o0). La série ¥, u, converge simplement sur ] 0, +oo [ vers
[ qui est continue sur ] 0, +oco[. Enfin, on obtient facilement par double intégration par parties :

’ " " 2 ,—(n+1)t 2
nldt= ndt= e dr=
fo ) fo ) fo ‘ (n+1)3

10
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et cette derniere quantité est le terme général d'une série de Riemann convergente. Ainsi le théoréeme
s’applique, on peut échanger intégrale et somme et il vient :

+00 +00 +00 p+o0 +00 1 oo 1
J= u,(t)dt= u,)dt=2) ——=25% —
0 r;O ! n;o o o (n+1)3 n;l n’

1. 1.1. Enoncer le théoréme des accroissements finis.

1.2. Pour t€[0,1], déterminer, si elle existe, la limite suivante :

l. n
lim (1 - —)
n—+oo n

1.3. Pourte[0,1]etneN, onpose g,(H)=(1- %)"et. Montrer que :

t
e
Vte[0,1], VneN, |g, 0 <

1.4. Démontrer que:

t

n te
Vte[0,1], VnelN, 1-—| ef-1|<
n

=

1.5. Onposepourx€[0,1]etneN:

X t n
In(x)zf (1——) eldt
0 n

Monter que la suite (I,;) ,ey converge simplement et méme uniformément sur [0, 1] vers une fonctionI a
déterminer.

2. Onfixe (a, b) € R%. Pour M € 4, (R), on pose u(M) = aM + pMT.

2.1. Montrer que u est un endomorphisme de .4, (R).

2.2. Déterminer un polynéme annulateur de degré 2 de u.

2.3. Donner les éléments propres de u.

SOLUTION

1. 1.1
1.2.

1.3.

1.4.

Voir le cours.
Limite classique que I'on prouve par passage sous forme exponentielle a I'aide de I'équivalent usuel
In(1 + u) ~g u. On trouve e~ .

On fixe n € N. La fonction g, est dérivable sur [0, 1] et on trouve apres factorisation :

! 4 4 e t
vrel0,1], gh(=—-—[1-=| e
n n

Pour 7€ [0,1],0ona £ <1et(1-£)""! <1 de sorte que I'on peut écrire :

t
n
el
vre[0,1], VneN, |g,0|<—

n

On fixe t € [0,1]. La fonction g, est continue sur [0, ¢] et dérivable sur ]0, [ donc, par le théoreme
des accroissements finis, il existe ¢ € 10, 7| tel que g, (1) — g,(0) = tg),(c). Cela permet d’écrire avec la

question précédente :
AL , e’ et
1_Z el -1 =|é,r,l(zf)—gn(0)|=t|gn(c)|sz,7s7

ol I'on utilisé ¢ < t et donc e < e’ pour la derniere majoration. Cela conclut la question.

11



1.5.

. 2.1

2.2.

2.3.

On va prouver que la suite de fonctions (I,,) ,eny converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction iden-
tité I : x — x, ce que I'on peut deviner en passant formellement a la limite lorsque n tend vers +oo sur
I'expression de I, grace a la question 1. On fixe x € [0, 1]. On écrit :

X
I, (0) —1(x)] = fo gn(di—x

X X
= f gn(r)dt—f ldt'
0 0

X
= fo (gn(t)-1) dt‘

X
< [ |gn(—1|dt  (inégalité triangulaire)
0

*ret
< [ —dt (question 1.4)
0o n

1 X
s—f edt (tsx<lete'<e’<e)
nJo

e
<= (x<1)
n

La quantité obtenue est indépendante de x € [0, 1] et tend vers 0 lorsque 7 tend vers +oo. On en déduit
bien la convergence uniforme de (I,) ,en vers Isur [0, 1].

Si M € 4, (R), on a clairement u(M) € .4, (R) et la linéarité est claire par linéarité de la transposition.
Ainsi u € L (M, (R)).
On fixe M € ./, (R) et on réalise le calcul suivant :

uouM) = u(u(M))
= a(aM + bM") + b(aM" + bM)
= (a® + V)M +2a(bM")
= (a® + b)M + 2a(u(M) — aM)
=2auM) + (b* — a )M

On en déduit que P(X) = X2 —2aX + (a® — b%) estun polyndéme annulateur de degré 2 de u.
Par le cours, on déduit de la question précédente que le spectre de u est inclus dans 'ensemble des
racines de P, a savoir {a — b, a + b}. Il faut remarquer que ces deux éventuelles valeurs propres sont peut-
étre confondues. En résolvant a — b = a + b, on voit que c’est le cas si b = 0. Ainsi :

m Sib=0, u=ald, sp(u) ={a} etI'espace propre associé est E,(u) = .4, (R).

m Sinon, u a deux valeurs propres distinctes a— b et a+ b. En résolvant les équations u(M) = (a+ b)M,

on trouve facilement que les espaces propres associés sont E,_p, (1) = A, (R) et E 44 p (1) =S, (R).

On observe que u diagonalisable (la somme des dimensions des sous-espaces propres fait tout le temps
n? = dim(4,(R))).

12



B. CoNcoOuURs MINES — TELECOM

e PLANCHE B1

MINES — TELEcomM 2024

1. Onpose:

o = O O
= o O O
o O O O
O O O O

et on note u € .Z(R%) I'endomorphisme de R4 canoniquement associé a A.

1.1.
1.2

Déterminer Im(u) et Ker(u).
Soit f € .Z(R*) tel que Im(f) = Ker(f).

Donner le rang de f.
Montrer qu’il existe une base ¢ de R* tel que la matrice de f dans la base % soit A.

2. Pour x € R, on pose f(x) = e““S* cos(sin x) et g(x) = e°S*sin(sin x).
2.1. Prouver que:
X cos(nx X sin(nx
VxeR, f(x)=z;) et g(x)=Z ()
n=0 n! n=0 n!

2.2. Pour n €N, calculer les intégrales suivantes :

SOLUTION

1.

1.1.

1.2.

. 2.1,

2.2.

2n 2n
I, =f e lcos(sint+nt)dr et J, =/ e lsin(sint + nt) dt
0 0

Onnote (e;)1<i<4 les vecteurs de la base canonique de R*. On rappelle que par définition de u, la matrice
de u dans la base canonique est A. On peut directement affirmer en lisant la matrice A ou éventuelle-
ment en résolvant AX = 0 que Ker(u) = Vect(es, e4). Enfin, I'image de A est engendrée par ses colonnes,
ce qui donne Im(u) = Vect(es, e4). On remarque que Im(u) = Ker(u).
Gréce a I'hypothése Ker(f) = Im(f) et le théoreme du rang, on obtient directement que dim(Im(f)) =
dim(Ker(f)) = 2, ce qui donne rg(f) = 2.
Im(f) étant de dimension 2 par ce qui précede, on se donne une base de ce sous-espace et on la note
(e3,e4). Par définition de I'image, il existe des vecteurs de R4 que l'on note e et e tels que f(e;) = e3 et
f(e2) = e4. Etant donné que Im(f) = Ker(f), on a aussi f(e3) = f(e4) = 0, ce qui montre que la matrice de
f dans la famille (ej, ez, e3, e4) est A comme souhaité. Il reste a prouver que la famille est bien une base
de R?. Pour ce faire, on suppose que ae; +fes + ye3 +8e, =0 (*). En composant par f, en utilisant la
linéarité de f etles relations précédentes, on obtient aes +fe4 = 0. Or (e3, e4) est une base de Im(f) donc
elle est libre et il vient a = f = 0. En réinjectant dans (%) et en utilisant de nouveau le fait que (es, e4) est
libre, on obtient aussi y = 6 = 0. Finalement, la famille est bien libre, et étant de cardinal 4, c’est bien
une base de R*.
On fixe x € R. En utilisant la valeur de la somme d’une série exponentielle complexe (qui est bien conver-
gente),ona:

g S L . ‘ . o

VxeR, Z = =% = glOSXHISINX _ ,COSX (cng(sin x) + i sin(sin x))
n=0 n! n=0 n!

En prenant les parties réelle et imaginaire de cette identité, on obtient les relations souhaitées.
On fixe n € N et on étudie I'intégrale I, le cas de J, se traitant de facon analogue. Par formule d’addition
du cosinus,on a:

27 27
I,= f(®cos(nt)dt— g(H)sin(nt)dt
0 0

Pour la premiére intégrale, on utilise la question 2.1 pour écrire :

13



mes PLANCHE B2

21 21 +00
0

La série de fonctions au sein de I'intégrale est normalement convergente et donc uniformément conver-
gente sur [0,27] puisque :
cos(kt)cos(nt) _ 1

k! k!

et 1/k! est le terme général d'une série convergente. Ainsi, il est possible par le cours d’échanger série et
intégrale et il vient :

VkeN, Vte[0,2n],

27

2n too 1
f(Ocos(nydr=Y — | cos(kt)cos(nr)dr
i=ok!Jo

Enfin, on a directement :

2m 2m 2m
f cos(kt)cos(nt)dr = lf cos((k+n)t)dr+ lf cos((k—n)t)dt
0 2Jo 2Jo

La premiere intégrale vaut 0 sauf si k = n = 0 auquel cas elle vaut n; et la seconde vaut 0 sauf si k = n
auquel cas elle vaut it. En résumé, cela donne :

21 2n sin=0
f) cos(nt)dt:{% sinon
De la méme fagon, on trouverait :
27 0 sin=0
g(O)sin(nt)dt = { % sinon

On conclut donc finalement que :

L= 2w sin=0
71 0 sinon

Un travail parfaitement analogue peut étre mené sur J,, et on trouve que J,, = 0 pour tout n € N.

MINEs — TELEcom 2024

1. On consideére la série :

1.1

Z n 2n+1
Z1-3-5--2n+1)

Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiére. Dans la suite, on notera S la somme de cette

série entiere sur | —R,R[.

1.2
1.3.

Trouver une équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients non constants satisfaite par S sur] -R,R[.
En déduire une expression de S.

2. Onfixe n € N*. On se donne A € ./, (R) telle que A3 — A2 + A—1,, =0.

2.1.

2.2.
2.3.

SoLuTiO

1.

Montrer que les valeurs propres de A sont incluses dans 1'ensemble des racines du polynéme P(X) = X3 —
X2 +X-1.
Calculer det(A).
Démontrer que Tr(A) e N.
N
1.1. Une application du critere de d’Alembert donne directement R = /2.

14



1.2. Par dérivation terme a terme sur l'intervalle ouvert de convergence, on a, pour x € | -R,R[:

+o0o

S/(X)ZZL.XZ”
=1-3-5---2n-1)
R < (S oki1

=1-3-5--2k+ 1)
+f+°° 2k+2) x k! 2k
2/41-3-5---(2k+1)

X (¥ 2k+Dxk 2k B k!

=1 o [ [ 2k+1
T2 ,;)1-3-5---(2“1) ,;)1-3-5---(2k+1)

1+ xzs’(x)+ XS
B 2 2

Finalement, S vérifie I'équation différentielle suivante sur | -R,R[:

() = — () = —2
2—x2 T 2-

2

1.3. En résolvant cette équation différentielle linéaire d’ordre 1 (résolution de I'’équation homogene puis
méthode de la variation de la constante), on trouve qu'il existe une constante C € R telle que :

H X
Arcsin ( 7 ) ) C
V2—-x2  V2-x2
En exploitant le fait que S(0) = 0, on trouve C = 0 et on conclut que :

Vxe]-R,R[, Sx)=2

Arcsin ( % )

V2-x2
2. 2.1. C’est une propriété de cours (qu'’il faut redémontrer ici) puisque P est un polyndme annulateur de A.
On observe que 1 est racine évidente de P puis par factorisation et résolution d'une équation du second
degré que —i et i sont les deux autres racines (complexes conjuguées) de P. Ainsi sp(A) c {1, -1, 1}.

2.2. Sil'onse place dans C, on sait que le déterminant de A est le produit des valeurs propres comptées avec
multiplicités. Avec des notations évidentes, on obtient det(A) = 17 (—{)"™-i{i  Mais A étant réelle, on
peut facilement montrer que m_; = m; (voir le cours). Ainsi det(A) = (—i%)"™ = 1" =1,

2.3. De méme, en se placant sur C, on sait que la trace de A est la somme des valeurs propres comptées avec
multiplicités. On a donc, en utilisant m; = m_; : Tr(A) = 1my —im; +im; = 1m; =my € N.

Vxe]-R,R[, Sx)=2

me==  PLANCHE B3 MINES — TELECOM 2024

1. On considere la série :

2n+1

Y (-

1 nn+1)

1.1. Justifier que cette série est convergente.
1.2. En calculer sa somme.

2. On considere la fonction :

In(1+x)—x
h:x— %
X
2.1. Déterminer le domaine de définition D de h.

2.2. Lafonction & est-elle prolongeable par continuité en 0?
Le cas échéant, la fonction h ainsi prolongée en 0 est-elle de classe &' sur DU {0}?

SOLUTION

15



2. 2.1.
2.2.

m===  PLANCHE B4

1.2.

Pour n =1, on remarque que :

2n+1 _(n+1)+n_1 1

= =—+
nn+1) nn+1) n n+l1

Lasuite des (1/n+1/(n+1)),>1 est décroissante et tend vers 0, ce qui prouve la convergence de la série
étudiée par application du théoreme spécial des séries alternées.
Pour calculer la somme, on écrit :

+00 B 2n+1 +00 ( l)n ( 1) +00(_1)n +00(_1)n+1 00( l)n +00(_1)n_
nz:‘l(_l) nn+1) n; n+1 ,;1 n _n:1 n+l ,12:: ,;‘2 n =1

Remarque : la séparation de la somme en deux sommes est licite puisque les deux séries obtenues sont
convergentes en vertu du théoreme spécial des séries alternées.

La fonction est définie sur D =]—-1,+oo[\ {0}.
Un équivalent usuel donne que h est équivalente a —1/2 au voisinage de 0. Ainsi la fonction h est pro-
longeable par continuité en 0 en posant h(0) = —1/2. Dans la suite, on continue a noter / la fonction

ainsi prolongée.

La fonction h étant clairement continue sur D par opérations sur les fonctions continues, elle est désor-
mais continue sur D = D U {0}. De plus, par opérations sur les fonctions de classe ¢!, h est de classe €’
sur D. Grace au théoreme de la limite de la dérivée, & sera de classe €' sur D si i’ admet une limite en
0. On calcule donc /' et on trouve :

e Y 2 _
VxeD, h(x)= ar D xg(ln(1+x) X)

Grace a un développement limité a 'ordre 3 du terme entre parenthéses, on obtient alors facilement
que k' tend vers 1/3 en 0, ce qui permet de conclure que / est de classe €' sur D.

MINEs — TELEcom 2024

1. Onpose, pour x> —1:

+00
fx) =f *e~tdr
0

On définit également, pour x >0 :

1.1
1.2
1.3.
1.4.

Etudier la convergence de la série Y e S "

X
@(x) =f In(f(2)) dz
x—1

Justifier que f est continue sur ] -1, +oo|.
Donner une relation entre f(x) et f(x— 1) pour x > 0.
Montrer que ¢ est dérivable sur ] 0, +oo[ et exprimer ¢’.

(="
(n) *

2. On considére une matrice M € .4, (R) telle que M(M™M)? =1,,.

2.1.

Montrer que M est inversible.

2.2. Justifier que M est symétrique.
2.3. Endéduire M.

SoLuTiO

1.

N

1.1.

On pose g(f,x) = t*e~! pour ¢ > 0 et x > —1. On va utiliser le théoréme de continuité d'une intégrale a
parametre pour prouver que | est continue sur]—1,+oo[.
m Pourt>0, x— g(t,x) = t*e”! = e*" e~ est continue sur | -1, +oo .

m Pourx>-1,t— g(t,x)=te” ! est continue par morceaux sur |0, +oo[.
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1.2.

1.3.

14.

2. 2.1.
2.2,

2.3.

m Pourxe[a,b]c]-1,+c0[ett>0,0na:

_ t%e! sire]0,1]
|g(t,0)| = |e!e™!| < {tbe_t Grs1  =WO
La fonction v est continue par morceaux sur ]0,+oco[ et est intégrable sur ]0,+oo[. En effet, au
voisinage de 0, y(t) ~ t* = 1/¢t~% qui est intégrable (intégrale de Riemann) puisque —a < 1; et au
voisinage de +oo, on a t2\y(t) = t**Pe~! qui tend vers 0 par croissances comparées, ce qui donne
I'intégrabilité par critere de Riemann.
Ainsi le théoréme s’applique et f est continue sur]—1,+ool.
Soit x > 0. Par intégration par parties généralisées, sous réserve de convergence du crochet généralisé,

ona:
+00

Exee]
f(x)Zf * e ldr= [—txe’t]goo+f xt* te tdt
0~ 0

=u =y

On remarque que le crochet est bien convergent et vaut 0 (valeur nulle en 0 et limite nulle en +oo par
croissances comparées). On obtient donc: f(x) =xf(x—1).

On peut facilement vérifier par positivité et caractére défini de 'intégrale que f > 0 sur ] -1, +oo|[. Ainsi
la fonction ¢ — In(f(#)) est bien définie sur ] -1, +oco[ et elle est méme continue par composition de
fonctions continues grace a la question 1.1. Par théoreme fondamental de '’analyse, on en déduit que
la fonction @ : u — [, In(f(¢)) dr est dérivable sur -1, +oco[ de dérivée t — In(f()). Par relation de
Chasles, on a @(x) = ®(x) — P(x — 1) pour x > 0, ce qui prouve que ¢ est dérivable sur ]0,+oco[ en tant
que somme et composition de fonctions dérivables sur ]0,+oo[. De plus, on trouve par opérations et
grace a la question précédente :

fx)
flx-1)

D’apres 'expression de ¢’ trouvée a la question précédente, on a ¢’ = 0 sur [e,+oo[ de sorte que
(p(n)) >3 est une suite croissante. De plus, en primitivant ¢’, il existe une constante réelle C telle que
@(x) = xInx — x+ C pour x > 0. On en déduit que ¢(n) — +oo lorsque n tend vers +oo. Ainsi la série
Y sl % est une série alternée vérifiant les hypotheses du théoréme spécial des séries alternées (a
partir du rang 3 pour la décroissance de la valeur absolue du terme général) : elle converge.

La relation M(MTM)?2 =1,, donne directement que M est inversible avec M1 = MTM)2.

Par propriété de cours, M? est également inversible d’inverse (M™1)" = (MTMMTM)T = MTMMTM.
La relation de départ M(M'M)? = I,,, multipliée par M" a gauche donne M'MM'MM™M = M soit
MT)""MTM = MT, c’est-a-dire M = M. Ainsi M est bien symétrique.

La relation de 1'énoncé s’écrit désormais M® = I,,. De plus, comme M est symétrique réelle, par le
théoreme spectral, elle est diagonalisable avec une matrice de passage orthogonale. On écrit donc
M =PDP~! avec D = diag(}1,...,A,,) et P € O, (R). La relation M® = I,, donne PD°P~! =1, puis D =1,,.
On en déduit )\15. =1pourtoutie[1,n],cequidonneA; =1pourtoutice€[1,n].FinalementD =1I,, puis
M=1,.

Vx>0, q)’(x):ln(f(x))—ln(f(x—l):ln( ):ln(x)

I PLANCHE B5 I M|NES — TELECOM 2024 I

1.

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi uniforme sur {—1,0, 1}. On pose :

=Ly

1.1. Donner laloi de Z = dim(Ker(A)).
1.2. Calculer la probabilité que A soit diagonalisable.

2. Pour x € R, sous réserve d’existence, on pose :

+00
f=Y x"
n=0
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2.1.
2.2,

Donner le domaine D de définition de f.
Al'aide d’'une comparaison série — intégrale, donner un équivalent de f en 1.

On rappelle que [ e dr=ml/2.

SOLUTION

1.

1.1.

1.2.

. 2.1

2.2.

Grace au théoreme du rang, dim(Ker(A)) = 2 —rg(A). A I'aide du la méthode du pivot de Gauss, on peut
alors calculer le rang de A selon les valeurs de X et Y et on en déduit que :

1 siX+Y=0

dim(Ker(a)) = {0 SIX+Y#0

On en déduit que Z ne prend que deux valeurs, a savoir 0 et 1, c’est donc une loi de Bernoulli et son
parametre est égal a p = P(Z = 1). Par c—additivité et grace au fait que X et Y soient indépendantes et de
loi uniforme, il vient :

1
p=PZ=1)=PX+Y=0=PX=-1,Y=1)+PX=0,Y=0)+PX=1Y=-1)=3x §=

W | =

Le polyndme caractéristique de A est P(A) = A2 —(1+Y)A+ X +Y). Son discriminant est A = (1 +Y)% —
4(X+Y). Etant donné que X et Y sont a valeurs dans {—1,0, 1}, 'étude de A donne :

m A=0 = XY)=(,-1)ouX,Y)=(0,1):Dans ce cas, A a une une seule valeur propre double
« et si A était diagonalisable, elle serait égale a aly, ce qui n’est pas réalisé. Ainsi A n’est pas diago-
nalisable dans ce cas.

m A<0 <= XY)=(,00uXY)=(1,1): Dans ce cas, Le polyndme caractéristique de A n'est
pas scindé sur R et A n’est pas diagonalisable.

= A>0:Dans ce cas, le polynéme caractéristique de A est scindé a racines simples, A est diagonali-
sable.

Finalement A est diagonalisable si et seulement si (X,Y) ¢ {(1,-1),(0,1),(1,0), (1, 1)}. Etant donnés la loi
uniforme commune etl'indépendance des variables X et Y, il ya 9 cas possibles pour la valeur du couple
(X,Y) et ces cas sont équiprobables avec une probabilité de 1/9. Il vient donc que la probabilité que A
soit diagonalisable est de 5/9.

Par application du critere de d’Alembert, on trouve facilement que la série entiere définissant f est de
rayon de convergence R égal a 1. Ainsi]—1,1[c D c [—-1,1]. Reste donc a savoir si —1 et 1 sont dans D.
Mais pour x = —1 et x = 1, la série définissant f(x) est grossiérement divergente (son terme général ne
converge pas pour x = —1 et ne converge pas vers 0 pour x = 1. AinsiD=]-1,11[.

Soit x€]0,1[. La fonction t — xt = e’ In* est continue et décroissante sur R.. Ainsi, par la méthode de
comparaison série — intégrale :

n+1 ) ) n 5
VneN, f el nxqr< 47 sf el'Inx gy
n n-1
A gauche, on somme sur n de 0 jusqu'a +oo; a droite, on somme sur n de 1 a +oco et on rajoute 1 (le
premier terme de la somme définissant f(x)) de chaque c6té. La relation de Chasles donne :

+00 2 +00 2
f el lf”‘dtsf(x)suf el mxqy
0 0

o 2 . e
Il faut remarquer que I'intégrale I(x) = f0+°° e’ "* d¢ qui est apparue est convergente (I'intégrande  est

continue sur [0, +oo[ et t>h(t) tend vers 0 en +oo par croissances comparées, ce qui donne I'intégrabi-
lité au voisinage de +oo par critére de Riemann). De plus, par changement de variable u = tv—Inx de
classe %! et strictement croissant, on a grace al'indication de I'énoncé :

too 1 oo 2 1 b
I(x) =/ el’Inx gy = f e du=—-,/
0 v—-InxJo 2V -Inx

En remplacant dans I'encadrement ci-dessus, par théoréeme d’encadrement, on en déduit que :

1 bid
FO =~ 3\ Tinx
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D. CoNcOURS CENTRALE — SUPELEC

memss PLANCHE C1 ===  CeNTRALE 12024

. 1s . (-n"
On fixe a > 0 et on considere la série Z .
sol+na

1. Prouver la convergence de la série.

2. Démontrer |'égalité :

fl dx +00 (_l)n
o 1+x% ;S1l+na

(=n"
n=0 2n+1

3. Retrouver le résultat précédente avec un développement en série entiere usuel.

En déduire la valeur de Y.+

SOLUTION

1. La convergence de la série est une conséquence immédiate du théoréme spécial des séries alternées qui
s’applique bien ici puisque la valeur absolue du terme général est bien décroissante et de limite nulle.

2. Un développement en série entiere usuel donne :

Vxel0,1],

+00
- — Z (_l)nxna
n=0

Ainsi on peut écrire :

1+o00 1
f Z( 1)"x"*dx = / lim Z( 1)"x"* dx
0 0

1+ xa 0 pn= N—+o0 7
_,_4
=SN
On va maintenant chercher a intervertir intégrale et limite a I'aide du théoréme de convergence dominée.
Les fonctions (Snx)nso sont continues sur [0, 1[ et convergent simplement vers x — 1/(1 + x%) sur [0,1[ qui
est elle-méme continue sur [0, 1[. Enfin, par sommation de termes géométriques, on a la domination sui-
vante :

1 _ (_1)N+1x(N+l)a
VN=0, Vxel0,1], |sN|=‘ <2

1+x2

et la fonction constante égale a 2 est continue et intégrable sur [0, 1[. Ainsi le théoreme s’applique, on peut
échanger limite et intégrale, on obtient :

1 d 1
f * :f lim Z( D" x"*dx
0 0

1+ x4 N—+o0 ;

= lim Z( 1" x"dx

N—+o00 Jo P

1
= lim Z( 1)”[ x"*dx

N—+oo ;
Y (=D
= lim
N—+oo, 2ol +na
+00 (_1)Vl
n—ol+na

En appliquant cette relation avec a = 2, on obtient :

+00(_1)n ldx T
Yoone1™h Tew

=2n+1 1+x?
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3. Onrappelle le développement en série entiere usuel suivant :

+00 (_1)n
Vxe]-1,1[, Arctan(x)=)_

n=0

n

X
2n+1

On va prolonger cette égalité par continuité au point 1. La série de fonctions Y ,-o(-1)"/(2n + 1)x" a un
terme général continu sur [0,1] et, pour x € [0, 1], la série vérifie les hypotheses du théoreme spécial des
séries alternées de sorte que 1'on a la majoration suivante du reste :

(_1)N+1

N+t oL
2N+3

< — 0
2N+3 N—+oo

Vxe€[0,1], VN=0, [RyMX)I<

ce qui donne la convergence uniforme de la série de fonctions sur [0,1]. Par théoréme de continuité d'une
somme de série de fonctions, la fonction somme x — ;2%(—1)”/(211 +1)x™ est continue sur [0,1] et en
particulier en 1. Cela permet de conclure avec la relation rappelée en début de question :

+o0 (L)1 +o0 (L)1 7t
> Ch im ) (=) x" = lim Arctan(x) = —
—o2n+1 x—1"/=2n+1 x—1" 4
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