Lycee Descartes PREPARATION A L’ORAL Pl

Tours 2024 — 2025

SESSION 2025

RAPPELS SUR LE DEROULEMENT DES ORAUX

» CCINP du 23 juin au 19 juillet 2025

L'oral s’'organise en un temps de préparation de 30mn suivi d'un temps de passage de 30mn.

Le sujet a préparer comprend un exercice que 1'on présentera pendant 20 minutes, les 10 minutes restantes étant dé-
diées a un autre exercice plus court sur une autre partie du programme.

» MiINES - TELEcOM du 24 juin au 11 juillet 2025
Loral s’organise en un temps de passage de 30mn sans préparation.
Le sujet comprend deux exercices portant sur deux parties différentes du programme.

» MINES - PoNTs du 23 juin au 19 juillet 2025

Loral s’organise en un temps de préparation de 15mn suivi d’'un temps de passage de 50 minutes a 1h.

Le sujet comprend au moins deux exercices, 'un donné au début des 15 minutes de préparation et les autres sans
préparation au cours du passage a l’oral.

» CENTRALE - SUPELEC du 23 juin au 20 juillet 2025
L'oral s’'organise en deux épreuves :
m MATHEMATIQUES 1 : I'épreuve comporte un temps de passage de 30mn sans préparation.
Le sujet comprend un exercice.

s MATHEMATIQUES 2 : I'épreuve comporte un temps de préparation de 30mn suivi d'un passage de 25mn.
Le but de I'épreuve est de résoudre un probleme mathématique en faisant appel a I’outil informatique (Python
via Pyzo ou Spyder). Ce dernier est mis a disposition des le temps de préparation.

Pour de plus amples informations sur le déroulement des épreuves orales, vous pouvez consulter les rapports et
notices de chacune des banques de concours sur la page suivante :

https://www.sdemoor.fr/oraux/
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PLANCHES D’ORAUX

A. Concours CCINP
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1. Pourtoutxe€]-1,1[, onpose:

1.1.

1.2.
1.3.
1.4.
1.5.

fx) =

B+1
Trouver (a, b, ¢) € RS tels que:
Vrel-1,1, fog=— 4 Px*e
x+1 x2-x+1
Donner, si elle existe, la primitive de f sur]—1,1[ qui s’annule en 0.

=D" 3n+1
3n+1 X .

Donner le rayon de convergence de la série entiére }_,,~¢

Calculer sa somme lorsque c’est possible.

+oo (=D"

En déduire la somme } ;% 5"+

2. Onse donne M € ./, (R) telle que M3 —4M =0 et TrM = 0.

2.1.
2.2.

SOLUTION

Prouver que le spectre de M est inclus dans 'ensemble des racines de P(X) = X3 — 4X.
En déduire toutes les matrices M € .#4 (R) vérifiant les deux conditions de I’énoncé.

1. 1.1. Onréalise une décomposition en éléments simples. On trouve apres calculs a=1/3, b=-1/3 etc =2/3.
1.2. Notons Fla primitive de f sur]—1,1[ quis’annule en 0, cette derniére existant bien puisque f est conti-

nue sur cet intervalle. En utilisant la décomposition précédente, on écrit, pour x€]—1,1:

1 I 2x-4 1 1 1 2x-1 1

1 1

— N — N + -

3x+1 6x2—x+1 3x+1 6x2-x+1 2x2-x+1
1

3

flx)=
1 1 2x-1 2 1

[ +_
x+1 6x2-x+1 3(2x71)2+1
V3

On trouve alors en primitivant pour x € ] —1,1[ et en ajustant la constante pour satisfaire F(0) =0 :

2x—-1

\/§)+6l\/§

1 1 1
F(x) = gln(x+ 1) - gln(x2 -x+1)+ ﬁArctan(

1.3. Lapplication du critére de d’Alembert donne rapidement que le rayon recherché est égal a 1.
1.4. Notons S la somme de cette série entiere sur ] —1, 1 [. Par dérivation terme a terme sur 'intervalle ouvert

1.5. Pour x € [0,1], la série }_,>¢

de convergence ] —1,1], il vient :
+00 +00 1
Vxel-1,1[, =) -D"x*"=}) (-x})"=——==f(x)
n=0 n=0 I+x

ol l'on a utilisé I'expression de la somme d’'une série géométrique de raison —x3e]-1,1[ Puisque
S(0) =0, on obtient donc S = F ou F est la fonction trouvée a la question 1.2.

%x3n+1 est alternée et vérifie les hypotheses du théoreme spécial des
séries alternées (son terme général en valeur absolue est décroissant et tend vers 0). On obtient donc la

convergence de la série ainsi que la majoration du reste :

(_1)n+1x3n+4 1

Vxe[0,1], [Ryx)|< \3I’l+4 n—-+0o

0

3n+4



2.2,
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La majoration étant indépendante de x € [0, 1], on obtient la convergence uniforme de S sur [0,1]. Les
fonctions sommées étant continues sur [0, 1] puisque polynomiales, on obtient que S est continue sur
[0,1]. Ainsi, par continuité deSen 1:

= (=D . . 1 bl
Z =S(1)= lim S(x) = lim F(x) == (In2+ —
a=o3n+1 x—1" x—1" 3 V3

C’est une propriété de cours (qu’il faut redémontrer ici) : étant donné que P est annulateur de M, le
spectre de M est inclus dans ’ensemble des racines de P, a savoir {-2,0, 2}.

Le polynome P étant scindé a racines simples, toujours grace au cours, M est diagonalisable dans R.
Notons m_j, my et my les multiplicités des potentielles valeurs propres trouvées ci-dessus (on convient
que la multiplicité est nulle si jamais la valeur n’est pas valeur propre). Puisque M est diagonalisable
dans R, son polyndme caractéristique est scindé et sa trace vaut donc la somme des valeurs propres
comptées avec multiplicités. On obtient —2m_ +0myg +2my = 0, c’est-a-dire m_, = my. La matrice M
étant diagonalisable et de taille 4, elle est donc semblable a I'une des trois matrices diag(0,0,0,0) = 0,
C; =diag(-2,-2,2,2) ou C, = diag(0,0,-2,2). Réciproquement, on peut vérifier que la matrice nulle et
toute matrice semblable a C; ou C, est bien solution du probleme.

1. Onfixe a >0 eton pose:

1.1
1.2.
1.3.
1.4.

+00
fa(6) =) sin®(#) cos™ (1)
n=0

Donner le domaine de définition de f;.
Calculer fy sur [0,71/2].

Etudier l'intégrabilité de f sur [0,7/2].
On pose pour tout n=0:

/2
Uy (o) =f sin®(¢) cos™(¢) dt
0

Déterminer la nature de la série Z Up(a).

n=0

1.5. Calculer u,(3).

2. Onse donne A € .#,(R) non nulle et telle que A% + 9A = 0.

2.1. Montrer que sp(A) <{0,-3i,3i}.
2.2. Aest-elle diagonalisable dans .4/, (C) ?
2.3. Etdans ./, (R)?

SoLuTiO

1.

N

1.1.

1.2.

1.3.

Si t € nZ, le terme général de la série définissant f,(#) est nul de sorte que f4(¢) =0.Si t ¢ nZ, on a
cos(t) €]—1,1[et fy(f) est, a un facteur sin®(#) pres, une série géométrique convergente. Ainsi f, est
définie sur R.

Grace ala question précédente, ona fy(0) =0et:

sin®(r)

1-cost

Avec I'expression de la question précédente, on constate que f, est continue sur]0,7/2]. De plus, on a
au voisinage de 0 :

Vtel0,n/2], folt)=

[(X
fal®) ~ 7 =207

2
de sorte que par comparaison avec les intégrales de référence de Riemann, f, est intégrable en 0 si et
seulement si 2 —a < 1, c’est-a-dire si et seulement si a > 1. En résumé, f,, est intégrable sur [0,71/2] si et
seulement si o > 1.
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1.4. Pourn=0ette[0,n/2], on pose:

1.5.

. 2.1,

2.2,
2.3.

Sn(t) =Y sin®(#) cosk (1)
k=0

On a alors :
n n/2
Vn=0, Zuk((x)zf S,(ndt
k=0 0

On applique alors le théoreme de convergence dominée. (S ), €st une suite de fonctions continues
sur [0,7/2] qui converge simplement vers f, sur [0,7/2] et cette derniere fonction est continue par
morceaux sur [0,7/2]. De plus,

n +00
Vn=0, Vte[0,m/2], S,(t)=) sin®(t)cos’(t)< Y sin®(1)cosk(r) = fu(®)
=0 > k=0
=0

=

et fy estintégrable sur [0,71/2] sia > 1 d’apres la question précédente. On obtient donc que sia>1:

/2 n
lim S, dt= lim up(a) existe,
i [ s,ai= im i

C'est-a-dire que la série Y u,(«) converge.
n=0
Soit maintenant a < 1. On suppose que la série Y~ u, () converge. Les fonctions v, : t € [0,71/2] —

sin®(#) cos™(t) sont continues sur [0,7/2] et intégrables. La série Y, v, converge simplement sur
[0,7/2] vers fy qui est continue sur [0,7/2]. De plus, Y= fonlzlunl = Y =0 Un(a) converge par hy-
potheése. Le théoreme d’intégration terme a terme donnerait alors que Y. "% v, = fy est intégrable sur

n=0
[0,7/2], ce qui n'est pas le cas puisque a < 1. Ainsi, si a < 1, la série Z un (o) diverge.
n=0
Le changement de variable u = cos t donne immédiatement, pour n=0:
1 1 2

1
_ _ 142 n — _ =
un(3)—f0 (1—-uTu"du n+l n+3 @®@+1Dn+3)

La série }_,>0 4, (3) est bien convergente, ce qui est cohérent avec le résultat de la question précédente.
C’est une propriété de cours (qu’il faut redémontrer ici) : étant donné que P(X) = X3 +9X est annulateur
de A, le spectre de A est inclus dans 'ensemble des racines de P, a savoir {0, -3, 3i}.

Sur C, le polyndéme P étant scindé a racines simples, toujours grace au cours, A est diagonalisable.

La premiére question montre qu’il n'y a qu'une seule valeur propre réelle possible pour A. Ainsi, si A
était diagonalisable sur R, n’ayant que 0 pour valeur propre, elle serait égale a 0-1,,, ce qui donnerait
A =0. Cen’est pas le cas par hypothese. Ainsi A n’est pas diagonalisable sur R.

1. Onnote E 'ensemble des fonctions de classe ¢’ sur [0, 1]. On définit alors, pour tout f € E :

1.1.
1.2
1.3.

No(f)=f01|f|, Nl(f):Uolf + folf’ follf”l

+f01|f’| et Ng(f)zU(;lf

Calculer No(f), N1(f) et No(f) lorsque f: x — sin(2mnx).
Vérifier que Ny, N; et N, sont des normes sur E.
Soit f € E. Prouver qu'il existe c € [0, 1] tel que :

| = fo

1.4. Montrer que Ny (f) < N;(f) pour tout f € E et trouver une fonction de E pour laquelle il y a égalité.
1.5. Existe-t-il une constante C > 0 telle que Ny (f) = CN (f) pour tout f € E?

2. Soient (E, (-]-)) un espace euclidien de dimension 7 et (uy,...,u;) une famille de vecteurs unitaires de E. On
suppose qu’il existe ae Ravec a # 1 et a # —ﬁ tel que :

Vi, )ell,nl? i#j, wilup=a



2.1.

Soit (Aj)1<i<n € R™. Calculer, pour tout j€[1,n]:

n
Q- Niuiluj—uy)
i=1

2.2. Montrer que (u1,..., U,) est une base de E.

SoLUTION

1.

1.1.

1.2

1.3.

1.4.

1.5.

. 2.1

On calcule Ny (f) grace a une étude du signe de x — sin(2mx) sur [0, 1] pour gérer la valeur absolue et a
la relation de Chasles :
1

1 1/2 1 1 2
No(f) :f |sin(2mx)|dx =f sin(2mx) dx—f sin@nx)dx=—— (——) =—
0 0 1 T T

/2
De méme, on trouve ensuite :

Ni(f)=4 et No(f)=8n

On étudie ici Ny, les arguments pour Ny et N, étant alors similaires. La positivité et 'homogénéité de
N; sont claires; et 'inégalité triangulaire sur la valeur absolue permet de prouver I'inégalité triangulaire
sur Nj. Pour la séparation, sil’'ona N; (f) = 0 avec f € E, il vient par somme de termes positifs nulle :

folf —0 et fol|f’|

Grace au caractere défini de l'intégrale, la deuxiéme relation donne que f’' = 0 sur [0,1] et ainsi que
f est constante sur [0,1]. La premiére relation donne ensuite que cette constante est nulle et donc
finalement f = 0 comme souhaité.

Lafonction f étant continue sur [0, 1], grace au théoréme des bornes atteintes, elle est bornée et atteint
ses bornes. On note respectivement m et M dans [0, 1] des points ol elle atteint son minimum et son
maximum. Onadonc: f(m)< f(x) < f(M) pour tout x € [0,1]. Par croissante de I'intégrale, il vient en
intégrant sur [0,1] :

1
Fim) < fo F<fom

Ainsi le nombre fol [ est compris entre deux valeurs f(m) et f(M) de f. La fonction f étant continue
sur [0, 1], par le théoréme des valeurs intermédiaires, ce nombre est atteint par f et il existe donc bien
ce[0,1] tel que folf:f(c).

Soit f € E. On reprend les notations de la question précédente. Pour x € [0,1], on a grace au théoréeme
fondamental de I'analyse :

X 1 X
f(x)=f(c)+f f’(zr)dt:f0 f+f fl(ndr
c c

On en déduit par inégalité triangulaire, toujours pour x€[0,1] :

folf [ 15wl folf

Par croissance de l'intégrale, il vient Ny (f) < N; (f) en intégrant sur [0,1].

Pour la fonction constante f : x — 1, on constate que Ny (f) = N ().

S’il existait une telle constante C > 0, on aurait, en appliquant en f : x — x" pour n € N I'inégalité :
C 1

+C<
n+1 n+1

1
|fo| < + < +f0 |f'(0| dt = N1 (f)

En passant a la limite lorsque n — +o0, on trouverait C < 0, ce qui absurde. Ainsi, une telle constante
n’existe pas.
On a, par bilinéarité du produit scalaire :

n n n
Qo Aiugluj—un) =Y Ai(uiluj) =Y Ni(uiluy)
i=1 i=1 i=1

= Z)\,--a+)\j— Z)\i-a—)\n
i#j i#n



1. Po

1.1

ol 'on a utilisé que (uy | uy) vaut a si k # € et 1 si k = € puisque les vecteurs sont supposés unitaires. On
écrit ensuite :

n
(Z)\iuiluj— Up) = Z)\i-a+)\j— Z)\,--a—)\n
i=1 i#] i#n
=a Z )\,-+a)\n+)\j—a Z )\,'—Cl)\j—An
ig{j,n} igfj,n}
= ()\] -\ -a)
2.2. Lespace E est de dimension r et la famille étudiée possede n vecteurs; ainsi, pour prouver que c’est

une base, il est suffisant de prouver qu’elle est libre. On se donne donc des scalaires (A;)1<;<n tels que
Z;‘:I Aiu; = 0. Avec la question précédente, cela donne :

Vjell,nl, A\j-A)d-a)=0

Or a # 1 par hypothése donc A; = A, pour tout j € [1,7n]. On note A la valeur commune des (A;)1<j<p
il nous suffit maintenant de montrer que A = 0 pour conclure. Par un calcul analogue a la question
précédente, ona:

n n
0= ANuilu) =(Q_Auilu) =)\(Za+1) =A1+m-Da)
i=1 i=1 i#]

Comme a # —ﬁ, il vient A = 0 comme souhaité.
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ur n €N, on pose :

+00 ent
I, = ——dt
n _/(; (1 +2eh)n+!

Prouver que I,, converge pour tout n € N.

1.2. Démontrer que:

1.3. Déterminer, si elle existe, la limite de I,,.

1.4. Exprimer n2"1, en fonction de n € N.

1.5. En déduire le rayon de convergence de la série entiére Yo I,,x".

1.6. Calculer la somme de la série entiere }_ ;5o I, x".

2. Onfixe n € N*. On se donne A € ./, (R) telle que A3 — A2 + A—1,, =0.

2.1.

Montrer que les valeurs propres de A sont incluses dans I'ensemble des racines du polynéme P(X) = X3 —
X2+X-1.

2.2. Calculer det(A).
2.3. Démontrer que Tr(A) e N.

SOLUTION

1.

1.1. Soitn e N. Lafonction f;,: t — e/ (1+2e")"*1 est continue sur [0, +oo [ et au voisinage de +oo, ona:

et 1

~ = -t
f(t) t—+o0 2N+1pt(n+1) on+l

e

qui est une fonction intégrable au voisinage de +oo (intégrale de référence exponentielle). Ainsi I'inté-
grale I,, converge.



1.2. Onfixe n =1 et on réalise une intégration par parties généralisée, sous réserve d’existence du crochet :

+00 ent 1 [too 2¢e
Inzf —dtz—f eV
0 (1+26t)n+1 2Jo H,_4(1+26t)n+1
SU N ——
=p/

1 oo 1 ptoo 1
——e("_l)’] +—f — (n-De" Vidr
n(l+2eH)n 0 2Jo n@d+2ehHn

1
2

Le crochet est bien convergent en +oo et vaut 0 (ce que I'on peut voir en prenant par exemple un équi-
valent). On obtient donc finalement :
1 n-1
= +—
2n3"  2n
1.3. Pour obtenir la limite de I,,, on utilise le théoréme de convergence dominée. Les fonctions (f},) ;>0 sont
continues sur [0, +oo[ et convergent simplement vers la fonction nulle sur [0, +oo [, fonction qui est elle
aussi continue sur [0, +oo[. La convergence simple vers 0 peut se voir en écrivant pour =0 :

¢ n
fn(t)z( ¢ ) L 0

1+2e’) 1+2e! n—+oo

In

Enfin, on a la domination :

ent

< <
2n+1e(n+1)t

nt

— e -t
(1 +2en)n+!

VYneN, Yir=0, |[fu(2)

avec la fonction ¢ — e’ est continue et intégrable sur [0, +oo[. On conclut par théoréme de conver-
gence dominée que (I,) ,en tend vers 0.
1.4. Grace alarelation de la question 2, onapourn=1:

1(2\" .
n2"In=§ 5 +(7’l—1)2n J P

En notant u, = n2"1,, pour n=0,onadoncpourn=1:
L 12\
n— Up-1= 5 (g)
En sommant de 1 a N = 1 cette relation, on obtient :
1N 2y 11-(3)"2 2\N
w3 (5] =351 ()

On en déduit finalement, puisque uy =0, que :
2 n
Vn=0, n2"l,=1- (5)

1.5. Laquestion précédente permet d’obtenir que n2"I,, tend vers 1 lorsque n — +o0, ce qui donne I,, équi-
valent a 1/(n2") lorsque n — +oo. Ainsi, par comparaison, le rayon de convergence de la série entiere
Y n=0lnx™ estle méme que celui de Y59 x"/(n2"). Ce dernier rayon se calcule facilement par applica-
tion du critere de d’Alembert et on trouve donc finalement que le rayon R recherché est R = 2.
1.6. Onfixexe]-2,2[.Ona:
S |
1+2e!

+00 " +00 400 el‘x
Zlnx = Z t
n=0 n=0J0 1+2e

=un(t)

Nous allons appliquer le théoréme d’intégration terme a terme pour échanger série et intégrale. Les
fonctions (u,) ,eny SONt continues et intégrables sur [0, +o0o[ (question 1.1) et la série )_,,~( 1, converge
simplement (somme géométrique) vers la fonction :

1 1 1

T 1t2et 1— —€x_ - 1+et(2—x)
1+2e!

S:t

qui est continue sur [0, +oo[. Enfin, on a grace a la croissance de I'intégrale :



s PLANCHE A5 === CCINP 2024

. 2.1,

2.2.

2.3.

+00 +00 e[|x|
VnelN, u,(t dt:f (—
fo ol de= | o

n 1 dt<(@)ﬂ\/‘+ooe_ldt_(m)n
1+2ef — \2) Jo 2

<l <e™!
son

. s . + . S z ... 2
Or | x| < 2 donc on obtient que la série )~ fo *°|uy| est convergente par comparaison a une série géo-
métrique convergente. Le théoréeme d’intégration terme a terme s’applique et :

too +00 +00 elx n 1 too dr
Z Inxn — Z ( ) dr :f -
n=0 0 n=0 1+2et 1+ 2et 0 1+el(2-x)

Apres calcul de cette intégrale (changement de variable u = e’ puis décomposition en éléments simples,
par exemple), on obtient :

+00

Y I,x"=In (3—_x )

n=0 2-x
C’est une propriété de cours (qu'il faut redémontrer ici) puisque P est un polyndme annulateur de A.
On observe que 1 est racine évidente de P puis par factorisation et résolution d'une équation du second
degré que —i et i sont les deux autres racines (complexes conjuguées) de P. Ainsi sp(A) c {1,—1i, i}.
Sil’on se place dans C, on sait que le déterminant de A est le produit des valeurs propres comptées avec
multiplicités. Avec des notations évidentes, on obtient det(A) = 1" (—i)™-ij" . Mais A étant réelle, on
peut facilement montrer que m_; = m; (voir le cours). Ainsi det(A) = (—i&)mi = 1M =1,
De méme, en se placant sur C, on sait que la trace de A est la somme des valeurs propres comptées avec
multiplicités. On a donc, en utilisant m; = m_; : Tr(A) = 1my —im; +im; = 1my = m; € N.

1. On considére une urne contenant n = 2 boules numeérotées de 1 a n. On procéde a des tirages successifs avec re-
mise d'une boule dans I'urne. On note X, la variable aléatoire réelle correspondant au rang du premier numéro
tiré différent du numéro tiré au premier tirage. On définit également Y, la variable aléatoire réelle correspon-
dant au premier rang auquel tous les numéros sont apparus.

1.1.

1.2

1.3.

Donner la loi de X,,.
Vérifier que la loi de X, est bien une loi de probabilité.
Prouver que E(X,,) existe et la calculer.

Donner, si elle existe, sa limite lorsque n — +oo et interpréter le résultat.

14.
1.5.
1.6.

Donner la loi de Y.
Pour 2 < i< j, donner Pxx,=; (Ys = j).
Déterminer la loi de Ys.

2. Dans un espace euclidien E de dimension n muni d'une base orthonormée p = (ey, ..., e;), on considére un
projecteur orthogonal p de rang r.

2.1. Soit x € E. Prouver que : ||p(x)||2=(p(x)|x).

2.2. En déduire que:

SOLUTION

1.

1.1.

n
Y lpel*=r
i=1

Pour commencer, on a X,,(Q) = N\ {0, 1}. Soit donc k = 2. On va calculer P(X,, = k). Pour ce faire, on
introduit les variables (T ) ,en+ telles que T, renvoie le numéro de la boule tirée au tirage n pour n = 1.



On a alors :

P(Xn:k):P(

rC=

(Tl = irTZ = i,""Tk—l = ier # l))

I
M=

P(Ty=i,To=1i,...,Tp_1 =10, T #10) (par o—additivité)

s
—_

P(Ty=0)P(Ty=1)---P(Tr_1 =DP(Tr #1) (par indépendance des lancers)
1

) (=2 (-3
1\n n n n
1.2. D’apres le cours, il suffit de montrer que les (P(X,, = k))s» sont positifs et de somme égale a 1. La

positivité est claire. De plus, par sommation des termes d'une suite géométrique de raison 1/n€]0,1|
(n=2),ona:

S 0 B P

k=2 k=2 n (=1 n n

Il

1

Ainsi la loi de X, est bien une loi de probabilité.
1.3. Onrappelle le développement en série entiere usuel suivant :

+00 1
Vxe]-1,1], x" = ——0
] [ n;o -

Par dérivation terme a terme sur I'intervalle ouvert de convergence, on obtient :

+00 1 1
Vxe]-1,1[, nx"!=
ngl (1-x?

On peut ainsi, sous réserve de convergence, calculer E(X;,). Cela donne :

+00 +00 k=1 1
E(Xy) = Y kP(X, = k) = an(—) (1__)
k=2 k=2 n n

(-

:n(l_%)(uji)z_l)

On remarque que E(X;,) tend vers 2 lorsque n tend vers +oco, ce qui est cohérent puisque lorsque le
nombre de boules est grand, on a des le deuxieme tirage une probabilité trés proche de 1 ((n—1)/n) de
tirer une boule différente de celle du premier tirage.

1.4. OnaY2(Q)=N\{0,1} et, pour k = 2, par c—additivité puis indépendance des lancers :

PXYo=k)=P((T1=1,....Tp1=1,Tf=2)u(T1 =2,...,Tf-1 =2, T =1))

AL |
2] -3
1.5. Soit 2 < i < j. Sachant (X3 = i), on sait qu'au i—eéme tirage, on vient de piocher pour la premiere fois
une boule différente de celle du premier tirage. Si 'on souhaite réaliser (Y3 = j), on veut qu'au j—éme
tirage, on pioche pour la premiere fois I'unique boule qui n’a jamais été piochée jusqu’ici. On répete
donc a partir du (i + 1)—éme tirage une infinité de tirages indépendants jusqu’a obtenir ce succes dont
la probabilité est de 1/3; on reconnait le schéma d'une loi géométrique, ce qui permet d’écrire :

. o\i-i-1q
Px,=i)(Y3=j) = (g) 3
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1.

1.6.

2. 2.1.

2.2.

Soit u un endomorphisme non nul de R® tel que u

On aY3(Q) =N\{0,1,2}. Soit j = 3. Grace ala formule des probabilités totales, on peut écrire :

j-1
P(Ys=j) =} Pxy=i) (Y3 = )P(X5 = 1)
i=2

le(z)f‘i‘ll 1)1 2
v (2 _.3(_) 2
=3 3°13) 3

(3 &l

Dans la suite, on note F le sous-espace sur lequel p projette. On fixe x € E. Par le cours, on sait que
p(x) € F et que x — p(x) est orthogonal a tout élément de F. Ainsi, en particulier, x — p(x) est orthogonal
a p(x), ce qui donne :

x-pX)|px))=0 = xIpx)=pPwipx) < xlpx)=IpxI?

Grace a la question précédente, on a:
n n
Yo lplenl* =) (plele;)
i=1 i=1

Mais par le cours, les ((p(ei) | e,-))lsisn sont les coefficients diagonaux de la matrice de p dans la base
orthonormée 5. Sil'on note S lasomme recherchée, cela donne S = Tr(Mg (p)) = Tr(p). De plus, dans une
base p’ adaptée a la décomposition en somme directe E = F @ F*, la matrice de p est de la forme :

1 0
Mpf(l?) = ((;C 0)

En effet, il faut se rappeler que par définition, p agit comme 'identité sur les vecteurs de F et comme
I'endomorphisme nul sur les vecteurs de F*. Par lecture directe, on constate que k = rgMg (p)) =
rg(p) = r. On en déduit Tr(p) = Tr(Mg/(p)) = k =r, ce qui donne finalement S = r comme souhaité.

3=—u.

1.1. Montrer que Im(u? +id) < Ker().

1.2
1.3.

En déduire que Ker(u) et Ker(u? +id) sont supplémentaires dans R3.
Prouver que 0 est la seule valeur propre réelle possible de u.

En déduire que Ker(u) # {0} et Ker(u? +id) # {0}.
1.4. Montrer qu’il existe une base de R? telle que la matrice de u dans cette base soit :

0 0 O
M=|0 0 1
0 -1 0

Indication : On pourra montrer que si a # 0 est dans Ker(u? +id) alors u(a) aussi et qu’alors (a, u(a)) est

libre.

2. On pose, sous réserve d’existence :

+00 l—z
= dt
J fo el —1

10



2.1. Justifier que J est bien définie.

2.2. Prouver que:

SOLUTION

1.

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

. 2.1

2.2,

+

8

I
\S]
3|~

J

n=1

Soit y € Im(u? +id). On peut écrire y = u?(x) + x avec x € R3. On a alors u(y) = u3(x) + u(x) = 0 puisque
u® = —u. Ceci prouve bien que y € Ker(z) comme souhaité.

Soit x € Ker(u) N Ker(u? +1id). Comme x € Ker(u), on a u(x) = 0 et donc aussi u?(x) = 0. Mais comme
x€Ker(u?+id), on a u?(x) +x = 0, ce qui donne x = 0 avec la relation précédente. Ainsi on obtient
Ker(u) nKer(u? +id) = {0}. Pour prouver que ces deux sous-espaces sont supplémentaires, il est donc
maintenant suffisant de prouver que la somme de leurs dimensions vaut celle de R, a savoir 3. La
question précédente donne rg(u? +id) < dim(Ker(u)). Le théoréme du rang donne quant a lui la relation
dim(Ker(u? +id)) + rg(u? +id) = 3. En combinant les deux, on a dim(Ker(u)) + dim(Ker(u? + id)) = 3,
d’ott 'on déduit dim(Ker(u)) + dim(Ker(u? + id)) = 3 comme souhaité puisque la somme de ces deux
sous-espaces reste un sous-espace de R® et a donc une dimension inférieure ou égale a 3.

D’aprés hypotheése, P(X) = X3 +X est un polynome annulateur de u de sorte que par le cours les valeurs
propres réelles de u sont incluses dans I'ensemble des racines réelles de P, c’est-a-dire dans {0}. Ainsi 0
est la seule valeur propre réelle possible pour u.

Etant en dimension impaire, on sait que © admet au moins une valeur propre, qui est donc 0 par le
raisonnement précédent. Ainsi I'espace propre associé Ker(u) n’est pas réduit au vecteur nul, c’est-a-
dire Ker(u) # {0}. Enfin, si on avait Ker(u? + id) = {0}, la question précédente donnerait R3 = Ker(u),
c’est-a-dire u = 0, ce qui est exclu par hypothese.

On se donne a € Ker(u?+id) avec a # 0, ce qui est possible d’apreés la question précédente. On va prouver
que u(a) appartient lui aussi a2 Ker(u? +id). On a (u? +id)(u(a)) = u®(a) + u(a) = 0 puisque u> = —u, ce
qui montre bien que u(a) € Ker(u? +id). On va maintenant montrer que (a, u(a)) est une famille libre
de Ker(u? +id). Supposons que aa +pu(a) =0 (). En composant par u dans (x) et en utilisant que
u?(a) + a =0 (puisque a € Ker(u? +id)), on a au(a) —pa=0 (*x*).Le calcul a- (%) —p- (x*) donne alors
(o +B%)a =0. Comme a # 0, il vient a® + p? = 0 et donc o = p = 0 comme souhaité.

On observe que dim(Ker(u? +id) < 2 car si cette dimension était égale a 3, la question 1.2 donnerait
Ker(u) = {0}, ce qui exclu par la question précédente. Ainsi (a, u(a)) est une famille libre a deux éléments
de Ker(u? +id) qui est de dimension au plus 2 : c’est donc une base de Ker(u? +id) et ce sous-espace est
de dimension 2. Grace ala question 1.2, on en déduit que Ker(u) est de dimension 1 et que sil’on prend
(b) une base de Ker(u) alors par concaténation la famille § = (b, u(a), a) est une base de R3. Enfin, on
remarque que u(b) =0, u(u(a)) = u?(a) = —a et u(a) = u(a) de sorte que la matrice de u dans la base p
est bien M.

La fonction f : t — t?/(e’ — 1) est continue sur ] 0, +oco[. En 0, la fonction f est équivalente a ¢ — ¢ qui
admet une limite lorsque ¢ tend vers 0. Ainsi f est prolongeable par continuité en 0 et donc intégrable au
voisinage de 0. En +oo, on remarque que ¢ — t? () tend vers 0 lorsque ¢ tend vers +oo par croissances
comparées, ce qui permet de justifier I'intégrabilité de f au voisinage de +oo. Ainsi J est bien définie.
Par développement en série entiére usuel, on peut écrire :

t2 tZe—t +00 +00
vt>0’ f(t): — — tze—tze—nt: [26—(n+l)t
-1 1-e! = PR
=up(1)

Ainsiona:

+00 +00

+00
I=f fnyde= > un(t)de
0 0 n=0

On va maintenant appliquer le théoreme d’intégration terme a terme pour échanger intégrale et somme.
Les fonctions (u,) ,en SONt continues sur 10, +oo[ et intégrables sur ]0, +oo[ (prolongeables par conti-
nuité en 0 et t>u, () — 0 au voisinage de +o0). La série ¥, u, converge simplement sur ] 0, +oo [ vers
[ qui est continue sur ] 0, +oco[. Enfin, on obtient facilement par double intégration par parties :

’ " " 2 ,—(n+1)t 2
nldt= ndt= e dr=
fo ) fo ) fo ‘ (n+1)3

11
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et cette derniere quantité est le terme général d'une série de Riemann convergente. Ainsi le théoréeme
s’applique, on peut échanger intégrale et somme et il vient :

+00 +00 +00 p+o0 +00 1 oo 1
J= u,(t)dt= u,)dt=2) ——=25% —
0 r;O ! n;o o o (n+1)3 n;l n’

1. 1.1. Enoncer le théoréme des accroissements finis.

1.2. Pour t€[0,1], déterminer, si elle existe, la limite suivante :

l. n
lim (1 - —)
n—+oo n

1.3. Pourte[0,1]etneN, onpose g,(H)=(1- %)"et. Montrer que :

t
e
Vte[0,1], VneN, |g, 0 <

1.4. Démontrer que:

t

n te
Vte[0,1], VnelN, 1-—| ef-1|<
n

=

1.5. Onposepourx€[0,1]etneN:

X t n
In(x)zf (1——) eldt
0 n

Monter que la suite (I,;) ,ey converge simplement et méme uniformément sur [0, 1] vers une fonctionI a
déterminer.

2. Onfixe (a, b) € R%. Pour M € 4, (R), on pose u(M) = aM + pMT.

2.1. Montrer que u est un endomorphisme de .4, (R).

2.2. Déterminer un polynéme annulateur de degré 2 de u.

2.3. Donner les éléments propres de u.

SOLUTION

1. 1.1
1.2.

1.3.

1.4.

Voir le cours.
Limite classique que I'on prouve par passage sous forme exponentielle a I'aide de I'équivalent usuel
In(1 + u) ~g u. On trouve e~ .

On fixe n € N. La fonction g, est dérivable sur [0, 1] et on trouve apres factorisation :

! 4 4 e t
vrel0,1], gh(=—-—[1-=| e
n n

Pour 7€ [0,1],0ona £ <1et(1-£)""! <1 de sorte que I'on peut écrire :

t
n
el
vre[0,1], VneN, |g,0|<—

n

On fixe t € [0,1]. La fonction g, est continue sur [0, ¢] et dérivable sur ]0, [ donc, par le théoreme
des accroissements finis, il existe ¢ € 10, 7| tel que g, (1) — g,(0) = tg),(c). Cela permet d’écrire avec la

question précédente :
AL , e’ et
1_Z el -1 =|é,r,l(zf)—gn(0)|=t|gn(c)|sz,7s7

ol I'on utilisé ¢ < t et donc e < e’ pour la derniere majoration. Cela conclut la question.

12



1.5. Onva prouver que la suite de fonctions (I,,) ,en converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction iden-

2.2.

2.3.

messss  PLANCHE A8 === CCINP 2023

tité I : x — x, ce que I'on peut deviner en passant formellement a la limite lorsque n tend vers +oo sur
I'expression de I, grace a la question 1. On fixe x € [0, 1]. On écrit :

X
I, (x)—I(x)| = fo gn()dt—x

X X
= [ gn(t)dt—f ldt‘
0 0

- f (gn(D) —1)dr‘
0

X
< f |gn(—1|dt  (inégalité triangulaire)
0

X fol
sf —dt (question 1.4)
0o n

X
s—f edt (t<x<letel<e’<e)
nJo

La quantité obtenue est indépendante de x € [0, 1] et tend vers 0 lorsque 7 tend vers +oo. On en déduit
bien la convergence uniforme de (I,) ,en vers I'sur [0, 1].

Si M € .4, (R), on a clairement u(M) € .4, (R) et la linéarité est claire par linéarité de la transposition.
Ainsi u € L (M, (R)).
On fixe M € .4,,(R) et on réalise le calcul suivant :

uouM) = u(u(M))
= a(aM + bM"Y) + b(aM! + bM)
= (a® + V)M +2a(bM")
= (a® + V)M + 2a(u(M) — aM)
=2auM) + (b* — a* )M

On en déduit que P(X) = X% —2aX + (a® — b?) est un polyndme annulateur de degré 2 de u.
Par le cours, on déduit de la question précédente que le spectre de u est inclus dans I'’ensemble des
racines de P, a savoir {a — b, a + b}. Il faut remarquer que ces deux éventuelles valeurs propres sont peut-
étre confondues. En résolvant a — b = a + b, on voit que c’est le cas si b = 0. Ainsi :

m Sib=0, u=ald, sp(u) ={a} et'espace propre associé est E,(u) = .4, (R).

m Sinon, u a deux valeurs propres distinctes a— b et a+ b. En résolvant les équations u(M) = (a+b)M,

on trouve facilement que les espaces propres associés sont E,_p, (1) = A, (R) et E 44 (1) =S, (R).

On observe que u diagonalisable (la somme des dimensions des sous-espaces propres fait tout le temps
n? = dim(/,(R))).

1. Pour tout n €N, on pose :

x"e

n!

-X

Vx€R+y fn(x):

1.1. Etudier la convergence simple de la suite (f;,), o sur Ry.

1.2. Y a-t-il convergence uniforme sur R, ?

1.3. Etudier la convergence simple de la série de fonctions ¥, fu.
En calculer la somme lorsque cela est possible.

1.4. Prouver qu'il y a convergence normale de la série de fonctions }_,( f sur [0, a] avec a > 0.

1.5. Justifier qu'il n'y a pas convergence uniforme de la série de fonctions }_,~q f;, sur R;.
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2. Onsedonne (A,B,C) € .#,(C) des matrices telles que AC = CB.

2.1. Enoncer le théoréme de Cayley — Hamilton.

2.2. Montrer que AC = CBF pour tout k € N.

2.3. SiPeC[X], justifier que P(A)C = CP(B).

2.4. Montrer qu'un produit de deux matrices est inversible si et seulement si chacune des deux matrices est
inversible.

2.5. Onsuppose C # 0. Justifier que A et B ont au moins une valeur propre commune.

2.6. Réciproquement, on suppose que A et B ont au moins une valeur propre commune. Montrer qu’il existe
une matrice C # 0 vérifiant AC = CB.

SOLUTION

1. 1.1

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

2.2.

2.3.

2.4.

2.5.

Pour x € R, fixé, on a f;,(x) qui tend vers 0 lorsque 7 tend vers +oo par croissances comparées. Ainsi la
suite (f) neny Converge simplement vers la fonction nulle sur R
Par étude de fonction et grace a la formule de Stirling, ona:

sup |fu() = 0] = sup fo(0) = fo(m) = "o ! 0
u — = su = = ~ -
xeug " xequ " " n!  n—too \foagp n—too

On en déduit que la suite (f;,) Leny Converge uniformément vers la fonction nulle sur R,
Pour x € R, en reconnaissant une série exponentielle, on a :

+ n,—x +: n
00 oox

x"e
> ' =e ¥ —':e’xele
n=0 n=0 1

Cela prouve la convergence simple de la série de fonctions ) ,,~¢ f sur R, et en donne la somme.
Sia>0,onapourn=a:
n,—a

I falloo 0,01 = SUp |fu(0)|= sup fu(x) = ful@) = —
x€[0,a] x€[0,a] n!

et ce dernier terme est le terme général d'une série convergente d’apres la question précédente. Ainsila
série de fonctions )_,~¢ f,, converge normalement sur [0, a].

Supposons par I'absurde que la série de fonctions ¥ ,,= f; converge uniformément sur R, . Etant donné
que chaque fonction f;, pour n € N est de limite nulle en +oo par croissances comparées, le théoreme
de la double limite donnerait que la somme S de la série de fonctions }_,- f;, serait de limite nulle en
+00, ce qui n’est pas possible puisque S est constante égale a 1 d’apres la question 1.3. Ainsi il n'y a pas
convergence uniforme de la série de fonctions }_,~¢ f5, sur R;.

Voir le cours.

On procede par récurrence. En ce qui concerne l'initialisation, le cas k = 0 donne C = C, ce qui est
bien vérifié. Enfin, si le résultat est vrai au rang k € N, on a par hypothese de récurrence et grace a
AC=CB:

Ak+1C = AA¥C = ACBF = CBB¥ = CB¥*!

ce qui conclut la phase d’hérédité.
On se donne P = Ztki::o aka € C[X] et on écrit, grace a la question précédente :

d
Z akAk
k=0

Un produit AB de matrices carrées est inversible si et seulement si on a det(AB) # 0, ce qui équivaut a
det(A) det(B) # 0, c’est-a-dire a A et B inversibles.

On suppose C # 0. On utilise la relation de la question 2.3 avec P = xp. Cela donne grace au théoreme de
Cayley-Hamilton la relation xg(A)C = 0. Comme C # 0, il existe une colonne U de C qui est non nulle.
La relation précédente donne en particulier que xg(A)U = 0, c’est-a-dire que 0 est valeur propre de la
matrice xg(A). Mais, par un résultat classique obtenu en trigonalisant la matrice A dans C, on a que
sp(xa(A) = {xs(\), A € sp(A)}. Puisque 0 est dans cet ensemble d’apres le raisonnement qui précéde, il
existe Ag € sp(A) tel que xg(Ag) = 0. Cela prouve que A € sp(A) Nnsp(B) et conclut la question.

P(A)C= =CP(B)

d d d
C=Y arA*C=) arCBF= C(Z apBF
k=0 k=0 k=0
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On note Ay une valeur propre commune 2 A et B. Comme sp(B) = sp(BT), Aq est aussi valeur propre de
BT. On note X et Y des vecteurs propres de A et BT associés a la valeur propre Ag. On pose alors C = XY".
Puisque X et Y sont des vecteurs propres, ils sont tous les deux non nuls et on peut facilement vérifier
que Cl'est aussi. Enfin, ona:

AC = AXYT = AoXYT = X(Ao¥)T = X(B™Y)" = XY"B = CB

1. Onnote E '’ensemble des fonctions continues sur [—1,1]. On définit alors :

F={f€E, Vxe[-1,0], f(x)=0} et G={geE, Yxe[0,1], g(x) =0}

Pour (f,8) € E2, on pose enfin :

1
(f|g)=f1f(t)g(t)dt

1.1. Justifier que (-|-) définit un produit scalaire sur E.
1.2. Montrer que F c G*.
1.3. Prouver I'inclusion réciproque.
Pour g € G*, on pourra considérer la fonction f définie sur[—1,1] telle que f = g sur[—1,0] et f = 0 sinon.
1.4. Prouver que la somme F + G est directe. F et G sont-ils supplémentaires dans E?

2. PourneN, on pose:

+00 1

1+ k2

2.1. Justifier que a, est bien défini pour n € N.

2.2. Donner un équivalent de a;, lorsque n tend vers +oco.

2.3. Déterminer le rayon de convergence R de la série entiere ) ,,~0 a, x".

SOLUTION

1. 1.1
1.2.

1.3.

1.4.

Ce produit scalaire est un des exemples de référence du cours.
Soit f € F. On se donne g € G quelconque et on remarque que, par relation de Chasles et par définitions
des ensembles Fet G:

1 0 1
(f|g)=f f(r)gmdrzf f(t)g(t)dt+f FHgn)di=0
1 1~~~ 0 ——
=0 =0

Ainsi f est orthogonal a tout élément de G, ce qui donne f € G*. On a bien prouvé que F c G*.

Soit g € G*. On définit la fonction f comme préconisé dans I’énoncé. On remarque que f est bien
continue sur [—1,1] (elle 'est sur [-1,0[ puisque g l'est, elle I'est également sur ]0, 1] puisqu’elle est
nulle; enfin les limites a gauche et a droite en 0 sont toutes les deux nulles) et que f € G (on utilise
g(0) = 0). Comme g est dans Gt ona (f1g) =0.Celadonne:

1 0 1 0
0=(flg :f f(t)g(t)dt:f gz(t)dt+f fng dr:f g¥(ndt
-1 -1 0 ~~ -1
=0

La fonction g? est ainsi continue positive est d’intégrale nulle sur [—1,0]. Par propriété de l'intégrale,
on en déduit que g =0 sur [—-1,0], c’est-a-dire que g € F comme souhaité.
Si f € FNG, alors f € Gt NG puisque F = G+ d’apres les questions précédentes. On en déduit que f
est orthogonale a elle-méme, et donc qu’elle est nulle. Cela prouve que Fn G = {0}, c’est-a-dire que la
somme F + G est directe.
Enfin, si I'on avait E = F @ G, alors toute fonction de E serait la somme d’'une fonction de F et d'une
fonction de G. En particulier, toute fonction de E serait nulle en 0, ce qui n’est pas le cas. Ainsi F et G ne
sont pas supplémentaires dans E.
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1.

2. 2.1. LasérieY ,=o1/(1+n?) est convergente par application du théoréme de comparaison puisque son terme
général est équivalent 2 1/n?, terme général d'une série convergente. Ainsi, pour n € N, le terme a,, est
bien défini en tant que reste d’ordre 7 de cette série.

2.2. On procede par comparaison série — intégrale. La fonction ¢ — 1/(1 + %) est continue et décroissante

surR,. Onadonc:
VEe1 f’”l e _ 1 <fk dt
k=1, ——<——< —
e 142 14k Jial+122

Pour n =0, ensommantde k=n+1aN = n+1 cet encadrement et en utilisant la relation de Chasles,

on obtient :
N+1 +00 N
f dt - Z 1 sf dt
ne1 14122 1+k% Ju 1+12

k=n+1

On calcule les intégrales des deux extrémités et on passe a la limite lorsque N tend vers +co pour
avoir :

I L
2 —Arctan(n+1) < ay, < 2 — Arctan(n)
Puisque Arctan x + Arctan 1/x = t/2 pour x > 0, on obtient :
1 1
Arctan | ——| < a, < Arctan | —
n+1 n

Etant donné que Arctan x ~¢ x, les deux extrémités sont équivalentes a 1/n lorsque n tend vers +oo.
Ainsi, par encadrement, on en déduit que a,, équivaut a 1/n lorsque n tend vers +oo.

2.3. D’apres la question précédente et par théoreme de comparaison pour les rayons de convergence de
séries entieres, la série entiere )_,,>¢ a,x"* a méme rayon de convergence que la série entiere }_ ;- x"/n.
Ce dernier se calcule facilement, par exemple en utilisant la régle de d’Alembert, et on trouve 1. On
conclutque R=1.

On fixe n = 1. Soient X; et X, deux variables aléatoires indépendantes qui suivent une loi Binomiale de para-
metres 7 et 1/2. On définit alors la matrice aléatoire M € .45 (R) suivante :

X 1)

M:(o X,

1.1. En calculant de deux maniéres (1 +X)%", montrer que:

£ () -()
= \k n
1.2. Calculer la probabilité P(X; =X>).
1.3. Donner la probabilité que M soit diagonalisable.

Pour x € R* et n € N*, on pose :

F)=—— et fylx)

X)=— e X)=———
shx " sh?(nx)

2.1. Rappeler le théoréeme de dérivation terme a terme d’une série de fonctions.

2.2. Montrer que F est prolongeable par continuité sur R et que cette nouvelle fonction, toujours notée F, est
bornée sur R.

2.3. Montrer que ) ;> fr converge simplement sur R*. On notera S la somme de cette série de fonctions.
2.4. Justifier que S est ¢! sur RY et R*.
2.5. Exprimer S avec la fonction F et en déduire un équivalent simple de S en 0.

On donne ¥} 1/n* = /6.

2.6. Montrer que F est indéfiniment dérivable sur R.
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SOLUTION

1. 1.1.

1.2

1.3.

2. 2.1.
2.2,

2.3.

2.4.

Grace au binéme de Newton, on a d'une part :

2n
2n
2n _ k
(1+X)%" = kzo( i )X
D’autre part, toujours grace au binome de Newton, on a:

AR

k=0

A+X)2"=1+X)"Q1+X)" =

RIS

k=00=0

En identifiant les coefficients devant le monéme X" de ces deux écritures du polynéme (1 +X)?" et
utilisant une formule connue sur les coefficients binomiaux, il vient :

(-2 0020

comme souhaité.
On a directement grace aux données de I'énoncé :

P(X; =Xp) =P (U}, X1 = k, Xz = k)

Il
™M=

PX;=kXy=k) (par o— additivité)

=
1l

0

(X1 =k)Ph=1k) (par indépendance de X; et X»)

Il
’4;|»—' HM: ||M:

2n-2k
( ) ( ) ( ) (Xj et X, suivent laloi #(n,1/2))

( ) (par la question 1.1)

Lamatrice M est triangulaire donc son spectre est 'ensemble de ses coefficients diagonaux. Cela donne
sp(M) = {X1,X5}. Des lors :
m SiXj #X, alors M admet deux valeurs propres distinctes et est donc diagonalisable.
s Réciproquement, on suppose M est diagonalisable. Si jamais X; =X, = a alors M est diagonalisable
avec une unique valeur propre « et vaut donc oy, ce qui n’est pas le cas. Donc Xj # X».
On vient de prouver que M est diagonalisable si et seulement si X; # X2. On conclut avec la question
précédente :

P(M diagonalisable) = P(X; #Xp) = 1 - P(X; = Xp) = 1 - 4in (2:)
Voir le cours.
La fonction F est continue sur R* en tant que quotient de deux fonctions continues dont le dénomina-
teur ne s'annule pas. Avec 'équivalent sh x ~y x, on obtient que F tend vers 1 lorsque x tend vers 0 de
sorte que I'on peut prolonger F en une fonction continue sur R en posant F(0) = 1. Par une étude de
fonction, on peut facilement prouver que shx < x pour x € R}, ce qui donne 0 < F(x) < 1 pour x > 0.
Ceci est également vérifié pour x = 0 puisque F(0) = 1 et cela se prolonge sur R* par parité de F. Ainsi F
est bornée par 1.
Soit x > 0. On sait que sh(nx) ~ "*/2 lorsque n tend vers +oo. Ainsi f;,(x) ~ 4e~2"* pour n tendant vers
+00. On a fait apparaitre ici un terme général de série géométrique convergente de raison e 2* €10, 1],
ce qui donne la convergence de Y ;> f(x) par théoréme de comparaison pour les séries a termes posi-
tifs. Par parité de f;,, le méme raisonnement tient pour x < 0.
On prouve le résultat sur R} mais un raisonnement similaire peut étre fait sur R*. On utilise le théoréeme
de dérivation d'une somme de séries de fonctions. Les fonctions (f};) ,>1 sont toutes de classe &' sur R
et la série de fonctions ), f,, converge simplement sur R’ par la question précédente. On va montrer
que la série ), f,, converge normalement et donc uniformément sur tout segment [a,b] de R} ou
a<b<2a.Ona:
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1.

2.5.

2.6.

—2nch(nx)sh(nx) _ 2nch(nb)sh(nb)

vn=1, |fix0)|=

sh*(nx) b sh*(na)
et ce dernier terme est le terme général d'une série convergente puisque :
2nch(nb)sh(nb)

- 8ne—2n(2u—b)
sh*(na) n—-+00

qui est un terme général d'une série convergente comme on peut le vérifier par un critere de Riemann

(on utilise b < 2a). Le théoreme s’applique et donne que S est de classe €' sur tout segment [a, b] de

R} avec a < b <2a et donc sur tout R}.

On peut directement écrire, pour x #0:

+00 +00 1 +00 FZ(nx) 1 +00 Fz(nx)
S = = = = — L =
(x) n§:1fn(x) ,?lehz A S o R o) ol @) n§:1 —

Puisque F est bornée par 1 d’apres la premiére question, on a |F?(nx)/n?| < 1/n?, ce qui donne la
convergence normale (et donc simple) de la série de fonctions définissant ¢ sur R. Chaque fonction
x— F2(nx)/n? tendant vers F(0)/n? = 1/n? lorsque x tend vers 0, le théoreme de la double-limite s’ap-
plique et donne que ¢ tend vers %} 1/n? =n?/6 en 0. Avec la relation ci-dessus, on en déduit :

2

S~ 52

On pose g(x) =shx/x pour x # 0 et g(0) = 1. Par développement en série entiere usuel, ona:

+00 x2n+1 +00 x2n
Vx#0, X)=— =
70, 8l xn;o@nﬂ)! Zen+1)!

et on remarque que cette égalité est aussi valable pour x = 0 puisque les deux extrémités valent 1 en 0.
Ainsi g est égale a la somme d’'une série entiere de rayon +oo sur R et est donc en particulier de classe
% sur R. La fonction g ne s’annule ni sur R* ni en 0 puisque g(0) = 1. Ainsi la fonction 1/g est bien
définie sur R. On remarque que F = 1/g sur R, cette égalité étant triviale sur R* et bien vérifiée en 0
puisque F(0) = g(0) = 1. Ainsi F est de classe € sur R en tant qu’inverse d'une fonction de classe ¢’
qui ne s’annule pas sur R.

Pour x € R tel que la série converge, on pose :

+00 (_1)71

S(x)=Y.

=0 hl(x+n)

1.1. Justifier que S est définie et de classe ¢! sur R*.

1.2. Etablir une relation entre S(x + 1) et S(x) pour x > 0.

1.3. Donner un équivalent de S en 0.

1.4. Faire de méme en +oo.

Soit E un espace euclidien dont on note (-|-) et || - || le produit scalaire et la norme. On se donne u € .Z(E) une
isométrie de E et on pose v = Idg —u. On pose enfin :

ln—l
vnz1l, ¢,=-—3 uf
=0

2.1. Prouver que Ker v = (Im v)l.
2.2. Soit x € Im v. Montrer qu'il existe y € E tel que :

1
@n(x) = ;(y— u"(y))

Si x € Ker v, exprimer ¢, (x).
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2.3. En déduire que, pour tout x € E, ¢, (x) converge lorsque n tend vers +oo vers p(x) oll p est un projecteur
orthogonal de E dont on donnera les caractéristiques.

SOLUTION

1.

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

. 2.1,

On utilise le théoreme de classe €' pour les sommes de séries de fonctions. On note dans la suite
U (x) = (=1)"/(n!(x + n)) pour x > 0 et n > 1. Les fonctions (u,),>1 sont de classe ¢! sur R*. La sé-
rie de fonctions ) ;> u;, converge simplement puisque, pour chaque x >0etn=1,ona |u,(x)| < 1/n!
qui est le terme général d'une série convergente. Enfin, ona, pourn=1:

(_1)n+1
nl(x + n)?

1
n2n!

I}, lloo = sup
x>0

qui est le terme général d'une série convergente puisque multiplié par n? il tend vers 0. Ainsi la série
Y u=1 U}, converge normalement et donc uniformément sur R} . Le théoreme s’applique et donne que la
somme S de la série Y =1 Un estde classe €' sur R%.Enremarquant que S(x) = 1/x+ S(x) pour x >0 et
puisque x — 1/x est de classe ¢’ sur R*, on en déduit bien que S est de classe ¢! sur R*.

On fixe x > 0. Par changement de variable n = n+ 1, on obtient :

+00 (_l)n +00 (_1),1_1
S +1) = =
ey n;o ,;’1 (n=D!l(x+n)
+00 (—1)”n
=1 hl(x+n)

= (=D +x) - x]

n(x+1+n)

=1 n!(x+n)
B +o00o (_l)n +o0o (_l)n
= " xn; n!(x+n)

[t

xS(x)—S(x+1) = é

1
S(x)——)
X

On conclut finalement que :

Comme S est de classe ¢! sur R* d’apres la question 1.1, S est en particulier continue en 1. Ainsi S (x+1)
tend vers S(1) lorsque x tend vers 0. De plus :

+00 (_l)n +00 (_l)l’l +00 (_l)n—l 1 1
S(”—EO nl(n+1) _,;0 (n+1)!_,;1 n! __(E_l)_l_é

Avec la relation de la question précédente, on en déduit que xS(x) tend vers S(1) + 1/e, c’est-a-dire vers
1, quand x tend vers 0. Cela permet de conclure que :

1
s(x) ~ —
x—0 X

On reprend les notations de la question 1.1. On a, pour n = 1, la domination |u, (x)| < 1/n! pour tout
x> 0et1/n!étantle terme général d'une série convergente, ceci prouve que la série de fonctions Y > u,
converge normalement et donc uniformément sur R’ . Toutes les fonctions (u,,) ,>1 étant de limite nulle
en +oo, le théoreme de la double limite nous assure que la somme S de la série de fonctions ¥~ 1, est
de limite nulle en +oco. En rajoutant le terme x — 1/x qui est lui aussi de limite nulle en +oo, on conclut
que S est de limite nulle en +oco. En passant a la limite lorsque x tend vers +oo dans la relation de la
question 1.2, on obtient que xS(x) tend vers 1/e lorsque x tend vers +oo. Ainsi :
1
S(x)  ~ —

X—+00 ex

On se donne x € Ker v, c’est-a-dire que v(x) = 0 soit u(x) = x. Soit maintenant y € Im v que 'on note
y=v(a) = a—u(a) avec a € E. On obtient par bilinéarité du produit scalaire et conservation du produit
scalaire pour I'isométrie u :

x|y =&xla-ula)=(xla) - (x|u(a) = (x|a) - (u(x)|ula) = (xla) - (x|a) =0
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On vient de prouver I'inclusion Ker v ¢ (Im v)*. Pour justifier I'égalité, il est donc maintenant suffisant
de prouver que les dimensions de ces deux sous-espaces sont les mémes. Or, par propriété de cours et
grace au théoréme du rang :

dimKer v = dimE — dimIm v = dim(Im v)+

Cela conclut la question.
2.2. Puisque x € Imv, on écrit x = v(y) = y— u(y) avec y € E. Des lors, par téléscopage :

n-1 n—1
Y uk) =Y [uFy) - u )] = ul ) - ) =y - u(y)
=0 =0

On obtient le résultat de I'’énoncé par division par n = 1.
Si maintenant x € Kerv, on a v(x) = 0 soit u(x) = x. On prouve alors facilement par récurrence que
uF(x) = x pour tout k € N. Ainsi on obtient directement :

LS i = L5 =]
Pp(x)=— ux)=—)>) x=—(nx)=x
! ni=o Nigzo N

2.3. Parle cours, etavecla question2.1,onaE=Imve (Im v)+ = ImveKerv. Soit x € E, que 'on décompose
dans la somme directe précédente sous la forme x = a+ b avec a € Im v et b € Ker v. Dés lors, grace a la
question précédente :

m llexiste y € E pour lequel on peut écrire ¢, (a) = (y— u”(y))/n. On obtient par inégalité triangulaire
et par le fait que u soit une isométrie :

2lyl

1 n
0< lon(@] = < —Uyl+lu" ) ===

l(—”())
nJ’ u-ly

Par encadrement, on en déduit que ¢, (a) tend vers 0 lorsque 7 tend vers +oo.
m De plus, ¢, (b) = b tend clairement vers b lorsque n tend vers +oo.
Parlinéarité de ¢, on en déduit que ¢, (x) tend vers b lorsque n tend vers +oo. Mais b est la composante
de x dans sa décomposition dans la somme directe orthogonale E = Im v @ Ker v donc si p désigne la
projection orthogonale de E sur Ker v parallelement a Im v, on en déduit que ¢, (x) tend vers p(x). Ceci
valant pour tout x € E, on obtient le résultat souhaité.

s PLANCHE A12 === CCINP 2023

1. Pour n €N, on pose, sous réserve d’existence :

1
I, =f In(1+¢")dt
0

1.1. Prouver la convergence et déterminer la limite de la suite (I,) ;;en-
1.2. Montrer que :

1
I lf In(1 + u) du
0

n ~
n—+oo n u

1.3. FEtablir que:

2

" oo 12n

On donne Y. 1% 1/n? =n2/6.

2. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie dont on note || - | la norme. On se donne f € .Z(E) un
endomorphisme de E vérifiant :

VxeE, [fl<lxl

2.1. Soit x € Ker(f —Id) nIm(f —1d).
Justifier qu'il existe y € E tel que x = f(y) — y puis calculer f"(y) en fonction de n e N*, y et x.
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2.2. Endéduire que E = Ker(f —Id) @ Im(f - Id).

SOLUTION

1.

1.1.

1.2.

1.3.

. 2.1,

Pour n € N, l'intégrale I, existe en tant qu’intégrale d'une fonction continue sur un segment. De plus,
grace a I'inégalité classique 0 < In(1 + u) < u pour u € [0,1], on a par croissance de l'intégrale :

1
Oslnsf t"dr=
0 n+1

Ainsi, par théoréme d’encadrement, on a que la suite (I,,) ,en converge vers 0.
On fixe n € N*. Dans l'intégrale définissant I,,, on réalise le changement de variable de classe ¢ et

strictement croissant u = t" :
1 1In(1 +w)
o L[,
nJo yl=-u

Pour conclure, il suffit de montrer la convergence suivante :

ln(1+w) n(1+w)
fO 1-1 du n—-+oo \[0 u d

u " n

On le prouve par application du théoréme de convergence dominée en posant f,(u) =In(1+ u)/ ul=n
pour n =1 et u € [0,1]. Les fonctions (f;) =1 sont continues sur [0,1] (par prolongement par conti-
nuité en 0) et la suite (f;,) ,>1 converge simplement vers u — In(1 + ©)/u qui est continue sur [0,1] (par
prolongement par continuité en 0). Enfin, on la domination suivante :

ln(l +u)
u

ln(l + u)

vn=1, Yuel0,1], |fu(w)|=

et cette fonction est continue et intégrable sur [0,1]. Le resultat est donc démontré.
Gréace ala question précédente, le résultat sera démontré sil’on prouve que:

fl In(1+ w) e 72
0

u 12
Par développement en série entiére usuel de u— In(1+ u),on a:

1 1+oo - +oo (_1yn-1
fln(l—+u) fZ( 1)"1 du— f( 1)"1 dt—ZL
0

2
u = on

Avant de poursuivre, il faut justifier 'échange série — intégrale en utilisant le théoreme d’intégration
terme a terme. On pose f, (1) = (-1)"'u*"!'/n pour ue [0,1[ et n > 1. Les (f,) n>1 sont intégrables sur
[0,1[ (car continues) et la série de fonctions }_,,~1 f,, converge simplement vers v — In(1 + u)/u qui est
continue par morceaux sur [0,1[ (aprés prolongement par continuité en 0). Enfin, on remarque que
la série Y ;> fol | fy,| =Y ,>11/n? converge. Ainsi I'échange est justifié. Pour conclure, avec le résultat
admis par I’énoncé, on observe que :

+o0 +00 (_l)n—l oo 1 1+2 1 ].[2
Z_z_ 2 2 =2) —— 21)2 EZ 2" 12
n=1"1 n=1 1N p= 1( p) p:lp

(dans le calcul, les termes d’indice pair se doublent tandis que ceux d’indice impair s’annulent). On
conclut bien, comme souhaité :
UIn(1 + u) o™l n2 2 n?
—du= =— =
0

u n? 6 12 12

n=1

Puisque x € Im(f —1d), il existe bien y € E tel que x = f(y) — y. On a aussi x € Ker(f —Id) donc f(x) =
En composant par f dans la relation x = f(y) — y, il vient x = f2(y) — f(y). En itérant ce procédé (et en
le prouvant par récurrence), on obtient facilement que x = f¥*1(y) - f¥(y) pour k € N. On obtient alors,
pour n € N*, par téléscopage :

n-1

n—1
f"=y+ Y (Mo -rfy)=y+ Y x=y+nx
k=0 k=0
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2.2.

On sait que | f(a)|l < llall pour a € E et on peut facilement prouver par récurrence que || f7(a)ll < ||all
pour a € E et p € N*. On en déduit, avec la question précédente et par inégalité triangulaire :

1 1 2
<= »)+=lyl <=yl
n n n

0<||x||=”%(f”(y)—y)

A la limite lorsque 7 tend vers +oco, on obtient par encadrement que | x| = 0. On a donc prouvé que
Ker(f —Id) nIm(f —1Id) = {0}. Avec le théoreme du rang appliqué a I'’endomorphisme f —1Id, on obtient
dimE = dimKer(f —Id) + dimIm(f —Id), ce qui permet de conclure que E = Ker(f —Id) ® Im(f —1d).

1. Pour x réel on pose, sous réserve d’existence :

1.1

X —
F(x)z_f nd-9 .,
0 t

Déterminer le domaine de définition de F.

1.2. Pour x€[0,1], montrer que:

+00 -1
Fx)= ) %

n=1

1.3. Soit x€]0,1[. Montrer que :

2
Fx)+F(1-x) = 3 —In(1-x)Inx

On donne ¥} 1/n* =n?/6.

2. Soit E un espace euclidien dont on note (-|-) le produit scalaire.

2.1.

On se donne u € .Z(E) un endomorphisme autoadjoint. Montrer que :

(VxeE\{0}, (xlu(x)>0) < spu)cR;

2.2, Soient a et b deux endomorphismes autoadjoints définis positifs de E.
Montrer qu'il existe un unique c € Z(E) telque b=aoc+coa.

2.3. Montrer que c est autoadjoint défini positif.

SOLUTION

1.

1.1.

1.2.

La fonction ¢ — In(1 — #)/t est continue sur [0, 1[ (par prolongement par continuité en 0 grace a un
équivalent usuel. Ainsi F est au moins définie sur [0,1[ et n'est pas bien définie sur [0,1]€. 1l reste a
étudier la bonne définition ou non de F(1), ce qui revient a prouver la convergence de I'intégrale au
voisinage de 1. Par croissance comparée, on a v'1— ¢In(1 — #)/¢ qui tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 1,
ce qui permet de conclure a la convergence de I'intégrale au voisinage de 1 par comparaison a une
intégrale de Riemann. Finalement, F est définie sur [0,1].

Soit x € [0, 1]. Par développement en série entiere usuel de — —In(1 - ), ona:

Xln(l—t X +00 tn—l +00 px tn—l +00 X
F(x)z—f (—)dt:f > dr= dr=) =
0 r 0 p=1 N n=1J0 1 n=11

11 reste simplement a justifier I'échange série — intégrale en utilisant le théoreme d’intégration terme
a terme. On pose u,(t) = t"n pour t € [0,x[ et n = 1. Les (u,),>1 sont intégrables sur [0, x[ (car
continues) et la série de fonctions }_,-; u, converge simplement vers ¢ — In(1 — #)/¢ qui est continue
par morceaux sur [0, x [. Enfin, la série ) ,,~; fox lunl =¥ 51 X"/ n? converge (le terme général est majoré
par 1/n?). Ainsi I'échange est justifié et on obtient le résultat.

22
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1.

1.3.

2. 2.1.
2.2,

2.3.

Soit x €]0, 1[. Par relation de Chasles puis changement de variable s = 1 — 7 (de classe €' et strictement
décroissant),ona:

1-x _ 1 _ 1 _ X
F(l—x):—f n-» dr:—f =04, ma=9 dt:F(1)+f Ins s
0 r 0 t 1-x t o 1—s

Grace au résultat de la question précédente et 'indication de 'énoncé, on a F(1) = n2/6 et il vient alors :

2 (*(In(l-1 Int
F(x) +F(1 - x) = ——f (——_) dr
6 Jo t 1-1¢
JT2 X
s [—=In(H) In(1 - D]

2
= % —In(1-x)Inx

11 faut remarquer que le crochet (généralisé) est nul en 0 car —In(#)In(1 - £) ~¢ ¢In(f) qui tend vers 0 en
0 par croissance comparée.

C’est une propriété de cours.
On va résoudre le probléme de fagcon matricielle. On pose :

@: SR — SR
C — AC+CA

On peut vérifier facilement que I'application est bien définie (au sens ot1t AC + CA est bien symétrique si
C) et linéaire. La question sera résolue sil’on prouve que ¢ est bijective. Les espaces de départ et d’ar-
rivée ayant méme dimension, il suffit pour ce faire de prouver que ¢ est injective. On se donne donc
C € Ker g, c’est-a-dire une matrice symétrique vérifiant AC + CA = 0. La matrice A est symétrique donc
diagonalisable par le théoréme spectral. On écrit A = PDP~! avec P € O, (R) et D diagonale de coeffi-
cients diagonaux (A;)1<;j<p tous strictement positifs d’apres la question précédente. En remplacant A
par PDP~! dans I'équation AC + CA = 0, il vient DC + CD = 0 avec C = P~!CP. On étudie alors le coeffi-
cient d’indice (i, j) € [1, n]? de cette égalité matricielle. Apres calcul et avec des notations évidentes, on
obtient A;¢; j +A;¢; j = 0. Les réels A; et A; étant tous deux strictement positifs, ceci implique ¢; ; = 0.
Ceci valant pour tout couple (i, j) € [1,7]%, on obtient C = 0 et donc C = 0. Finalement KerC = {0} et ¢
est bien injective comme souhaité.

La matrice C est déja symétrique grace a la résolution de la question précédente. Il ne reste plus qu'a
montrer qu'elle est définie positive. Pour ce faire, pour X € .4, 1 (R) vecteur propre associé a une va-
leur propre A de C, on part de la relation B = AC + CA et on multiplie a2 gauche et a droite par X' et X
respectivement. Il vient :

XTBX = XTACX + XTCAX = AXTAX + (CX)TAX = AXTAX + AXTAX = 2AXTAX

Les matrices A et B étant définies positives, on a X'BX > 0 et XTAX > 0. La relation précédente impose
donc A > 0. Ainsi sp(C) c R} et C est bien définie positive grace au résultat de la question 2.1 traduit en
version matricielle.

Pour x =0, on pose :

+00 e—x(1+t2)
v [T
x) 0 1412

1.1. Montrer que ¥ est bien définie et continue sur R,..

1.2. Justifier que ¥ est de classe %! sur R.
1.3. Calculer ¥(0) et lalimite de ¥ en +oo.
1.4. Prouver qu’il existe une constante A € R telle que :

—-X

Vx>0, W(x)=-AS
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1.5. Montrer que [ ¥’ (x) dx = —2A? et en déduire la valeur de A.

2. Soit p €]10,1[. On consideére (X,),en+ Une suite de variables indépendantes de méme loi de Bernoulli de pa-
rametre p. On se donne également N une variable indépendante des (X,),en+ telle que N + 1 suive une loi
géométrique de parameétre p. On pose alors :

Mz

n
Y=)X; et VneN, S,=)X;
i=1

1

2.1. DonnerlaloideS, pour neN.
2.2, Pourxe]—-1,1[etkeN,calculerla quantité :

by

[+~

S
ke

2.3. DonnerlaloideY.

SoLUTION

1. 1.1. On utilise le théoréme de continuité des intégrales a parametre. Les hypotheses simples se vérifient

directement et pour I'hypothese de domination on peut écrire :
o X1+ 1

<
1+12

1+¢2

1.2. On utilise le théoreme de classe ¢! des intégrales a parametre. Les hypotheéses simples se vérifient
directement et pour I'hypotheése de domination on peut écrire :

Vxela,b]cRY, V=0, ‘—e’x‘”[z)) < e+

et on peut vérifier que cette fonction est positive, continue par morceaux et intégrable (critére de Rie-
mann) sur R, . Ainsi ¥ est de classe € sur R et:

+00
Vx>0, Y'(x) = —f e~ *0+1%) 4y
0

1.3. On a directement ¥(0) = n/2. Pour la limite en +oo, on remarque que par positivité et croissance de
I'intégrale, on a:

+00 = x(1+1%) +00 =X e~ X
s 0e [T [T
0 1+ 12 0 1+ 12 2

Par encadrement, on en déduit que ¥ tend vers 0 en +oo.
1.4. Soitx>0.0Ona:

R
0 0

1.5. On commence par écrire, grace a la question précédente :

+00 +00 ,—X B +o0
f W' (x)dx = —Af € ax" Y o e dy = —2A2
0 0 X 0

+00

—X p+oo -
g2 u=+/xt € 2 e
e X dr = ——f e "du=-A—
Vvx Jo Vx
|
=A

Mais on a aussi, avec la question 1.3 :
+00 T
f V'(x) dx = [P (x)]§> = -3

0

En égalisant les deux expressions, il vient A% = /4 et donc A = \/7/2 puisque A = 0 par positivité de
l'intégrale.

2. 2.1. OnaSp =0 par convention, qui est une variable aléatoire presque stirement nulle. Si n = 1, S, compta-
bilise le nombre de succes d'une succession de n épreuves de Bernoulli indépendantes de parametre p
et suit donc une loi Binomiale de parametres n et p.
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1.

2.2. Onnotel=]-1,1[. Par développement en série entiére usuel, on sait que :
+00
Vxel, ) x"=—
n=0

La série entiere de gauche est de rayon de convergence 1 : sa somme est donc de classe € sur I et
on obtient ses dérivées successives en dérivant terme a terme. A droite, la fonction en présence est de
classe € sur I et on peut facilement obtenir ses dérivées successives (par conjecture et preuve par
récurrence). On obtient donc en dérivant k € N fois la relation précédente :

+00 o
Vxel, nmn=1)-n—-k+1x" k= :
nZ::k : ) ( ) (1_x)k+1

En divisant par k!, il vient :

+00 n k 1
Vxel, XN
,;k(k) (1—-x)k+1

2.3. On commence par écrire Y(Q2) = N. On se donne ensuite k € N et on distingue deux cas :
m Si k>0, onagrace alaformule des probabilités totales, a la question 2.1 et a la question 2.2 :

+00 oo
PY=Kk) =) Pn=n)(Y=K)P(N=n)=Pn=)(Y=KPIN=0)+ ) Pn=p)(Y = K)P(N=n)
n=0 n=1
+00
=) P(S,=kPWN=n)
n=k

= n k n—k n
=Z(k)19 a-p"fa-p"p

k+1 P) Z( )((1 )n k

n=k
_ pk+l(l_p)k _ (l—p)k
(1—(1—P)2)k+1 (2_p)k+l

m Sik =0, par sommation géométrique, on obtient grace a au point précédent :

1-p l—p)k_l 1-p2-p) 1
PY=0=1-Y P(Y=k) =1- =1- =
w0 1;( : 2- P)ZZ(Z p 2-p)? 2-p

On remarque que la formule du cas précédent s’étend au cas k = 0.

Finalement, on observe que Y + 1 suit une loi géométrique de parametre 1/(2 — p).

Un centre d’appel recoit des appels pour la maintenance de deux produits A et B. Il recoit 80% d’appels pour le
produit A et 20% d’appels pour le produit B et ce de facon indépendante. On note L la longueur de la premieére
série d’appels concernant le méme produit. Par exemple, si les appels sont AAAABA--- alors L =4.

On définit aussi X, (respectivement Xg) comme étant le nombre d’appels recus avant le premier appel pour le
produit A (respectivement B).

1.1. Déterminer la loi de X sans calculs et donner, si elles existent, ses espérance et variance.

Faire la méme chose pour Xg.

1.2. Déterminer laloi de L.
1.3. Justifier que, pour tout n € N* :

2 8
P(L=n)= —P(XA n)+—P(XB—n)

1.4. Justifier I'existence et donner la valeur de 'espérance de L.

Soient p, q € .Z(E) deux endomorphismes d"un espace vectoriel E de dimension finie n. On suppose également
que p+qg=Idg etquergp+rgqg < n.
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2.1. Montrer que Im p et Im g sont supplémentaires dans E.

2.2. Montrer que p et g sont deux projecteurs de E.

SOLUTION

1. 1.1

1.2.

1.3.

1.4.

2.2.

e PLANCHE A16 === CCINP 2023

La variable X4 correspond au rang du premier succes d'une suite d’épreuves de Bernoulli indépen-
dantes de parametre de succes (« 'appel concerne le produit A ») p = 80/100. Ainsi X, suit une loi géo-
métrique de parameétre p. On en déduit par le cours que E(Xa) = 1/p =5/4 et V(Xa) = (1— p)/ p? = 1/32.
Meéme principe avec Xg.

On a clairement L(Q) = N*. Soit n € N*. Avec des notations d’événements plutdt claires, on a :

PL=n)=P((A1Nn--NAxNBus1) UB1N---NByNAR41))

Les deux événements étant disjoints et les appels étant indépendants, on trouve (en notant toujours
p =280/100) :

PL=n)=p"1-p+0A-p)"p

Soit n € N*. Par définition d’une loi géométrique, on sait que PXy=n)=(1-p
p"1(1 - p). Avec la relation de la question précédente, on obtient donc bien :

)”’lp etque PXg=n) =

2 8
P(L=n)= —PXa=n)+—PXp =
(L=n) 0 Xa=n) 10 Xp=n)

En multipliant par n € N* la relation précédente et en sommant de n = 1 a +o0o, on obtient immédiate-
ment, grace a la question 1.1:

2 8 25 8_ 17
EM) = I_OE(XA) + I_OE(XB) =102 + 55 =7
Soit x € E. Comme p + g =1dg, ona x = p(x) + g(x) e Im p +Im g. Ainsi E c Im(p) + Im(q) et 'inclusion
réciproque étant triviale, on a E = Im(p) + Im(g). Il reste a prouver que Im p nIm g = {0}, ce qui sera la
cas si on prouve que dim(Im p NnImg) = 0. Avec la formule de Grassman, la relation précédente et la
derniére hypothese de 'énoncé, on a:

n=dim(E) =dimImp+Img) =rgp+rgqg—dimImpnImqg) < n—dim(ImpnImgq)

Ainsi dim(Im p nIm gq) <0 et donc dim(Im p N Im g) = 0 comme souhaité.
Soit x € E. Puisque p+ g =1dg, ona pop+ gop = p en composant par p a droite. Ainsi on obtient
p(x) = po p(x)+ go p(x) en appliquant en x. On a donc les deux relations suivantes :

px)=popx)+qgop(x) et px)=px)+_0
—_—— —— —_— =
elmp elmgq elmp €lmgq

La somme Im p +Im g étant directe par la question précédente, la décomposition dans cette somme est
unique et fournit donc en particulier p o p(x) = p(x). Ceci valant pour tout x e E,ona pop = p et p est
bien un projecteur de E. Par symétrie des roles de p et g, il en est de méme de q.

1. On pose, pour x € R, sous réserve d’existence :

B *o0 Arctan(xt)
f(X)_fo t(1+12) de

1.1. Donner I'ensemble de définition D de f.

1.2. Prouver que f est dérivable sur D et déterminer une expression de f’.
On pourra, pour x réel différent de +1, chercher des réels ay et by tels que :

1 _ ay . Dy
A+22)A+x262) 1412 1+x212

Vt=0,

1.3. En déduire une expression simple de f.

26



1.4. Prouver 'existence de 'intégrale suivante et la calculer :

+o0 Arctan?(t
f —2() dr
0 t

2. Soient u € .Z(R*") vérifiant u? = 0 et rg(u) = n et v € L (R3") vérifiant v® = 0 et rg(v) = 2n.

2.1. Montrer que Ker(«) = Im(u).

2.2. En déduire qu'il existe une base %,, de R?>" telle que :

Matg, (1) = (On In)

0, 0,

2.3. Montrer que Ker(v) = Im(v?).

2.4. Endéduire qu'il existe une base %, de R3" telle que :

SOLUTION

1.

1.1.

1.2.

1.3.

0, I, 0,
Matg, (1) = |0, 0 1,
0, 0, O,

Six =0, 'intégrale f(0) est trivialement convergente. On se donne donc maintenant x # 0. Lintégrande
gx: t— Arctan(xt)/(t(1 + t2)) est continue sur 10, +oo[. Au voisinage de 0, on a g, (#) qui est équivalent
a x, de signe constant et intégrable au voisinage de 0. Au voisinage de +oo, on peut écrire :

Arctan(xt) _ bl
t1+2) | 213
qui est une fonction intégrable au voisinage de +oo (intégrale de Riemann). Par théoréme de comparai-

son pour les fonctions de signe constant, on obtient que f(x) converge.
On utilise le théoréme de classe ¢’ des intégrales a parameétre.

Vt;l,\gﬂn|:‘

m Pour ¢ >0, lafonction x — g, () est ¢! sur R;
m Pour x € R, la fonction g estintégrable sur ] 0, +oo[ (question précédente);
m Pour x € R, la fonction ¢ — 0g,/0x(t, x) est continue par morceaux sur ] 0, +oco[;
m PourxeRett>0,0ona:

1
A+2)Q+x%12)

1

08x -
1+ 12

a(f,x)

et cette fonction est continue par morceaux et intégrable sur]0, +oo].
On en déduit que f est de classe €’! sur R et que sa dérivée est donnée par :
+00 dt
VxeR, "(x) = f _—
! o (+12)Q+x212)

Pour exprimer f’, on réalise la décomposition en éléments simples suggérée par I’énoncé. On trouve :

1 B 1 x?
A+2)A+x212)  A-x)A+12)  (1-x2)(1+ 12x2)
Pour x € R différent de +1, on remplace cette décomposition dans I'intégrale définissant f’(x) et on
trouve apres calculs :

VxeR\{x1}, V=0,

b1 X 00X
(1-x2) 2(1-x3) 2(1+x)

Par continuité de f’ en 1, on sait que f’(1) est la limite des f'(x) quand x tend vers 1, ceci donne donc
f'(1) = /4 de sorte que I'expression de f’ ci-dessus reste vraie pour x = 1. Par primitivation sur Ry, en
utilisant le fait que f(0) =0, on obtient donc :

! —
f(x)—2

Vx>0, fuy:gmu+x)
Enfin, il suffit de remarquer que f est impaire pour obtenir :

Vx <0, fU):—fbw):—ghﬂl—m
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1.

1.4.

2.2,

2.3.

24.

Par intégration par parties généralisée sur f(1) (en primitivant ¢ — Arctan()/ (1 + t?)), on obtient :

+00 Arctan(f) Arctan?(£) 17 [+ Arctan?(7)
f(l) = dt= + —  dr
o t(1+12) 2t 0 0 212
La fonction Arctan étant bornée et équivalente ¢ — ¢ en 0, le crochet est nul. On obtient donc :
+00 Arctan?(t
Arctan(f) dt=2f(1)=nln2
0 r?

Soit x € Im(u). On écrit x = u(a). Alors u(x) = u?(a) = 0 de sorte que x € Ker(u). Ainsi Im(u) < Ker(u). De
plus, le théoréme du rang sur u donne dim(Ker(u)) +rg(u) = 2n soit, puisque rg(u) = n d’apres ’énoncé,
dim(Ker(«)) = n =rg(u) = dim(Im(w)). Par inclusion et égalité des dimensions, on a Ker(u) = Im(u).
Onsedonne (fi,..., f;) une base de Im(u). Pour chaque i € [1, n], on écrit f; = u(e;). On va prouver que
By=(f1,.., fn e€1,...,e,) est une base de R2". Cette famille est de cardinal 2n = dim(R%") donc il suffit
de prouver sa liberté. On écrit :

MA+Apfotier+--ppen =0

Les vecteurs (f;) étant dans I'image de u et donc dans son noyau (question précédente), il vient en
composant par u :

Mifi+ o unfn=0

d’ou 'on déduit la nullité des (u;) puisque (fi,..., f) est une base et forme donc une famille libre. En
réinjectant cette information dans la premiére relation, on obtient ensuite la nullité des (A;) a nouveau
par liberté de la famille (fi,..., f). Ainsi %, est une base de R?" et il est facile de vérifier que la matrice
de u dans cette base est bien de la forme souhaitée.

Comme en 2.1, on peut prouver que Im(v?) c Ker(v). Cela donne en particulier, avec le théoréme du
rang, que rg(vz) < 3n-2n = n. On remarque ensuite que Im(v) est clairement un sous-espace stable
par v, on peut donc considérer w, endomorphisme induit par v sur Im(v). On a que Im(w) = Im(v?) et
que Ker(w) = Ker(v)nIm(v). Ainsi, le théoréme du rang appliqué a w donne dim(Ker(w)) +rg(w) =rg(v)
soit dim(Ker(v) nIm(v)) +1g(v?) = 2n. On a ici dim(Ker(v) nIm(v)) < n (puisque Ker(v) nIm(v) < Ker(v)
qui est de dimension 7 par le théoréme du rang) et rg(v?) < n (montré plus haut) avec leur somme qui
vaut 2n. Ainsi les deux quantités valent 272. On en déduit en particulier rg(v?) = n = dim(Ker(v)) et donc
Im(v?) = Ker(v).

On se donne (fi, ..., f,) une base de Im(v?). Pour chaque i € [1, 7], on écrit f; = v*(e;). On peut alors,
en s'insprirant de la méthode de la question 2.2, prouver que %, = (fi,..., fu, v(e1),..., v(ey), e1,...,e,)
est une base de R3” et vérifier ensuite que la matrice de v dans cette base est bien de la forme souhaitée.

On introduit la fonction f définie sur R? par :

x% —y?

-5 silx 0,0
V) eRS, fry) =4 " x2+)? si(x,y) # (0,0)

0 sinon

1.1. Montrer que f est continue sur R?.

1.2. Calculer ses dérivées partielles.

1.3. Prouver que f est ¢! sur R?.

1.4. Prouver I'existence et donner la valeur de 9 ,, £ (0,0) et 35 , f(0,0).
Que peut-on en déduire?

Pour (A, B) € R[X]?, on pose :

+00
¢(A,B) =f A(D)B(e ' dr
0

2.1. Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur R[X].
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2.2. Justifier que (X¥,1) = k! pour tout k € N.

2.3.

Soit Q le projeté orthogonal de 1 sur F = Vect(X, X?,...,X").

Montrer qu’il existe une suite (a;)1<k<, de réels tels que :

24.

n
Q=Y ax*t
k=1

On définit :

P=1-) axX+1)--X+k)
k=1

Calculer ¢(1 —Q,X!) pour tout i € [1, 1] et en déduire P(i) = 0 pour tout i € [1, n].
2.5. Donner une expression de P et de a,.
2.6. Montrer que:

SOLUTION

1. 1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1
n+1

+00
inf f A+ait+...+apt™e tdt=
(@1,-.an)eR" Jo

Les fonctions (x, y) — xy(x?—y?) et (x, y) — x*>+y? sont polynomiales donc de classe " sur R?. De plus,
la seconde fonction ne s’annule qu’en (0,0) de sorte que la fonction f est de classe € sur R?\ {(0,0)} par
quotient de deux fonctions de classe ¢’ dont le dénominateur ne s’annule pas. Pour montrer que f est
continue sur R?, il reste donc a prouver la continuité de f en (0,0).

On passe en coordonnées polaires, on pose x = rcosf et y = rsin0 pour r € R; et 6 € R. En prenant la
norme euclidienne || - || sur R on a:

Il — 0 = 2+y? — 0 < Vr2(cos?0+sin?0) — 0 < r — 0
Ainsi on obtient :

lim  f(x,y) =lim f(r cos®, rsin0) = lim r?(cos?® — sin?0) = 0 = £(0,0)
(x,)—(0,0) r—0 =0
ol 'on a utilisé que | cos? —sin?| < 2. Ainsi on a démontré que f est continue en (0,0).
En tant que quotient de deux fonctions polynomiales dont le dénominateur ne s’annule pas, la fonction
f estde classe €' sur R\ {(0,0)}. De plus, apreés calculs, ona:
of y(x* +4x2y% - yh of x(y* +4y%x% — x4
v ) € [Rz\ 0)0 ’ PRt = t — , = —
(x, ) {(0,0) ax (x, ) 2+ 22 e dy (x,) W2+ 2
Il reste a étudier l'existence des dérivées partielles en (0,0). On a par définition de la dérivée partielle
par rapport a la premiére variable en (0,0) :

of
0x
Ainsi Oy f est bien définie en (0,0) et vaut 0. De méme 0y, f est bien définie en (0,0) et vaut 0.
Etant donné I'étude ci-dessus, il reste simplement a vérifier que les dérivées partielles de f sont conti-
nues sur R2. Pour ce faire, on remarque qu’elles le sont sur R2\{(0,0)} en tant que quotient de deux
fonctions polynomiales dont le dénominateur ne s’annule pas et on étudie ensuite le cas particulier du
point (0,0) par un passage a la limite en coordonnées polaires comme en 1.1. On trouve bien que f est
de classe ¢! sur R?.
Par définition, la dérivée partielle seconde 6?,, f est obtenue comme dérivée partielle par rapport a la
variable y de la dérivée partielle premiere 0, f dont I'expression est donnée ci-dessus. On a donc, au
point (0,0) :

[0 -fO0 .o

(0,0) =lim
x—0 X x—0

02 0, f(0,y) —0,f(0,0 -y-0
L (0,0 = lim 2/ ON =0:J OO _ o Z¥=0_ e 4y
0yox y—0 y y—0 y y—0
De la méme fagon, on obtient :
02 0,f(x,0)-0,f(0,0 -0
I (0,0) = 1im 2SO =WS OO x20_ iy oy
0x0y x—0 X x—0 X x—0

Les dérivées partielles croisées n’étant pas égales, le théoreme de Schwarz ne s’applique pas. On peut
en déduire que la fonction f n’est pas de classe € sur R?.
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2. Pour (A,B) € R[X]?, on pose :

2.1.

2.2.

2.3.

24.

2.5.

2.6.

+00
P(A,B) zf A(DB(p)e tdr
0

Soit (A, B) € R[X]?. La fonction ¢ — A(£)B(#)e~! est continue sur R et t2A(f)B(t)e~! tend vers 0 lorsque
t tend vers +oo par croissances comparées, cela permet d’affirmer la bonne convergence de 'intégrale
définissant ¢ (A, B). La symétrie de ¢ est triviale et les bilinéarité et positivité sont conséquences de la
linéarité et de la positivité de I'intégrale. Enfin, pour le caractere défini, si ¢(A,A) = 0, étant donné que la
fonction £ — A(f)?e™! est positive et continue sur R, on obtient par caractere défini de I'intégrale que
A(t)%e~! =0 pour tout ¢ = 0. On en déduit A = 0 sur R, puis A = 0 puisque A admet alors une infinité de
racines.

C’est classique. On montre que @(X**1,1) = (k+ 1)@(X¥,1) par une intégration par parties généralisées.
On conclut alors par récurrence.

Par définition, un projeté (orthogonal ou non) appartient a I’espace sur lequel on projette (!). Ainsi
Q e Vect(X, ..., X" et il existe bien une suite (o) <k<;, de réels tels que Q = ZZ:1 aXk.

D’une part, par propriété de cours, Q étant le projeté orthogonal de 1 sur Vect(X,...,X"), 1-Q est or-
thogonal a tout élément de Vect(X,...,X"). Cela donne directement (1 —Q,X?) = 0 pour tout i € [1, n].
D’autre part, pour i € [ 1, n], par bilinéarité et symétrie de ¢ et avec 2.2, on a:

e(1-Q,X") = (p(l - Y oXE X = 01,X) - Y apoxF, X

k=1 k=1
. n .
=p1,X) - Y a1
k=1
n
=il- ) ag(k+10)!
k=1
En combinant les deux résultats précédents, on a, pouri € [1,n]:
n & k+1)!
i1=Y apk+0)!=0 < I—Z(xk( ,'” =0
k=1 k=1 L
n
= 1-) o(i+D(i+2)-(i+k)=0
k=1
— P@H)=0

On en déduit bien P(i) =0 pour tout i € [1, n].
Le polyndme P est clairement de degré n etadmet 1,2,..., n pour racines d’apres la question précédente.
Ainsi on peut I'écrire sous la forme :

PX)=AX-1DX-2)---(X-n)
ol A est une constante réelle. On remarque ensuite que P(—1) = 1 et en injectant dans I'expression ci-
dessus, on trouve la valeur de A. En conclusion :
_ =D
C(n+1)!

Enfin, on remarque que le coefficient dominant de P est —a, et en identifiant avec le coefficient domi-
nant de I’expression ci-dessus, on obtient :

PX)

X-1NX-2)---X-n)

(_1)n+1
oy =——
" (n+1)!
On commence par remarquer que lorsque les (a;)1<i<, parcourent R”, les (—a;)1<i<n €galement de
sorte que :

+00 +00
I= inf f A+art+...+apt™?e tdr= inf f (1=[-art—...—ayt")?e " dr
(ay,...,an)eR™ Jo (ay,...,an)eR™ Jo

+o0o

= inf f (I=[b1t+...+ b, "D tdr
(by,...,bp)ER™ Jo
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1.

On en déduit immédiatement, en posant V,, = Vect(X,....,X"), que I = d(1,V,,)? puis que I = |1 - Q||® par
propriété de cours. Par la question 2.4, on obtient ¢ (1-Q, Q) = 0 et il vient donc par bilinéarité de ¢ :

I=1-QI’P=¢0p(1-Q,1-Q =¢(1-Q1D-¢p(1-Q,Q =¢(1-Q,1)

Il reste a calculer cette derniere quantité. Pour cela, on écrit par bilinéarité de ¢ et en utilisant I'expres-
sion de P obtenue a la question précédente :

n n (_1)}’! 1
— — — — — — k1y=1- 1= — il —
[=p(1-Q, ) =01, 1)-¢Q,1)=¢1,1) kgl(xktp(x,l) 1 I;(xkk. P(0) (n+1)!( D"n! p

Pour x€]0,1[, on pose:

Inx

fx)=——

x—1

Dans la suite, on s'intéresse égalementa I = fol f(x)dx.

1.1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 1.

1.2. Justifier que I converge.

1.3. Exprimer f comme la somme d'une série de fonctions sur]0,1[.

1.4. En déduire une expression de I.

Sur E =R, [X], on pose f(BQ) =P(1)Q(1)+P'(1HQ'(1) +P"(1)Q"(1).

2.1. Montrer que f est un produit scalaire sur E.

2.2. Donner une base orthonormée de E.

2.3. Soit P € E. Exprimer P dans cette nouvelle base. Que remarque-t-on?
2.4. Donner le projeté orthogonal de P = X? + X + 1 sur Ry [X] et en déduire la distance d(P,R; [X]).

SOLUTION

s PLANCHE A19 === CCINP 2022

1.

1. 1.1

1.2.

1.3.
1.4.

2.2.1.

2.2,
2.3.

2.4.

Prendre un équivalent en 1 (éventuellement en posant x = 1 — & avec h qui tend alors vers 0 lorsque x
tend vers 1).

Lintégrande est continu sur ]0,1] (fermé en 1 d’apres la question précédente). On étudie ensuite le
comportement en 0 par équivalent grace au théoréme de comparaison.

Développer x — 1/(x—1) = —1/(1 — x) en série entiere.

Intégrer le développement en série précédent et justifier proprement I’échange série intégrale. Le calcul
des intégrales fol x"In x dx se fait par intégration par parties en dérivant x — In x.

Bilinéarité, symétrie, positivité sont claires. Pour la définie-positivité, on peut se servir de la formule
de Taylor pour les polynomes de degré 2 au point 1 qui va bien montrer que P(1) = P'(1) = P"(1) = 0
implique P = 0.

Appliquer Gram-Schmidt a .% = (1,X,X3).

Se rappeler que dans une base orthonormée % = (ey, ..., e;), les coordonnées d'un vecteur x sont les
produits scalaires ((x]e;))1<i<n-

Utiliser les formules du cours.

Soit (A, B) € .4, (C)? tel que sp(A) Nsp(B) = @.

1.1. Prouver que si P est un polynéme annulateur de A alors les valeurs propres de A sont des racines de P.
1.2. Montrer que xa(B) € GL,(C).
1.3. Prouver que siX € .4, (C), alors AX = XB équivauta X = 0.
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1.4. SiM e 4, (C), justifier qu’il existe une unique matrice X € .4, (C) telle que M = AX — XB.

2. Soit (ay) ,en+ Une suite a termes positifs. On pose :

(20
Uy =
A+a)---A+ay)

2.1. Exprimer u; + up en fonction de 1/((1 + a;) (1 + ap)). Généraliser.

2.2. Montrer que la série -, u, est convergente.

2.3. En calculer la somme lorsque a, =1//n pour n= 1.

SOLUTION

1. 1.1
1.2.

1.3.

1.4.

2.2.

2.3.

e PLANCHE A20 === CCINP 2022

C’est du cours.

En trigonalisant dans C la matrice B, on peut facilement montrer que les valeurs propres de xa (B) sont
les xa(A) pour A € sp(B). On sait que xa(B) sera inversible si et seulement si 0 n’est pas valeur propre
de xa(B), c’est-a-dire si et seulement si x5 (A) # 0 pour tout A € sp(B), ce qui est bien le cas sans quoi il
existerait A € sp(B) tel que xa(A) =0, ce qui signifierait que A est valeur propre de A et de B.

Seul le sens direct est non trivial. On montre facilement par récurrence que AKX = XB¥ pour k € N. Par
combinaison linéaire, on en déduit que xa(A)X = Xya(B), c’est-a-dire Xxa (B) = 0 grace au théoréme de
Cayley-Hamilton appliqué a A. Comme A (B) est inversible, cela donne X = 0 par « simplification ».
Montrer que  : X — AX — XB est un isomorphisme de .#,,(C) en prouvant son injectivité grace a la
question précédente et par égalité des dimensions des espaces de départ et d’arrivée.

SoitP,=(0+a;) --(1+a,) pourn=1.0na u; +up =1-1/P, en utilisant la « technique du +1 -1 ». On
généralise ensuite par récurrence a:

La suite (a;),en+ étant a termes positifs, la suite (Pj),en+ €St croissante. Ainsi la suite (1/Py),>1 est
décroissante et minorée par 0 et converge donc. Avec la question précédente, la suite des sommes par-
tielles de la série }_,~ u, est donc convergente : la série converge.

Dans ce cas, on obtient que In(P,) = Z’k’:1 In(1 + ﬁ) et on reconnait une somme partielle de série a

termes positifs divergente (puisque le terme général est équivalent a 1/+/n). Ainsi In(P,,) tend vers +oo,
on en déduit que P, tend vers +oo également et enfin que Z;Z‘i un = 1 en passant a la limite dans la
relation de la question 2.1..

1. Pour p €N, on note, sous réserve de convergence :

+00 pp
Sp = —n
n:02
1.1. Justifier I'existence des nombres (S ) ,c\-
1.2. SipeN, exprimer S, en fonction de S,...,Sp-1.
On pourra développer (n+1)".
1.3. Prouver que S, € N pour tout p € N.
2. Soit A€ #3(R). On pose alors :
—aA DbA
B= ( cA 0 )

avec (a,b,c)eR*3 telque a+ b=cetbh#—c.

2.1. Exprimer xp de fonction de xa.

2.2. Donner les valeurs propres de B en fonction de celles de A.
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2.3.

2.4.
2.5.

Montrer que si X € 43,1 (R) est dans Ker(A) alors le vecteur Y = ()(;) € s (R) est dans Ker(B).

Prouver que dim(Ker(B)) = 2 dim(Ker(A)).
On suppose A diagonalisable avec dim(Ker(A)) =2 etonposea=3,b=—-letc=2.

Justifier que B est diagonalisable.

SOLUTION

1.

1.1.

1.2.

1.3.

. 2.1,

2.2,

2.3.
2.4.

2.5.

On a n? x nP /2" qui tend vers 0 lorsque n tend vers +oo par croissances comparées, ce qui assure la
convergence de la série dontla somme vaut S, par critere de Riemann.

On se rapproche de I'indication avec un changement de variable n = m + 1 apreés avoir remarqué que le
terme d’indice n = 0 de la série est nul :

X (m+1)P
om+1

I
™

1l
(=]

(Bin6me de Newton)

Il
M=

g
[
3| -
-
i

<)
T

= ~—
3
=~

+
8
3

M= I

S
N}
3

N|—= N—= N|= 3
T
<)

—_——

T =T

~———— ——
i

M-~
w
Y

kel
I}
(=)

Enisolant le terme d’indice p qui donne S, /2, et en le repassant du coté gauche de I'égalité, on obtient
finalement :

p-1

S,= Y. (’]Z) Sk
k=0

On le prouve par récurrence forte : Sg = 2 € N (série géométrique) et 'hérédité passe grace a la relation

de la question précédente.

Pour A € R, on calcule le déterminant par blocs xg(A) en faisant les opérations C; — C; — Cy (on utilise

a+ b= c) puis L, — L; + Ly. On obtient alors un déterminant triangulaire par blocs :

Al3 +cA —bA

0 AL pa| = detNls + cA detNs — bA) = -3 xal-2xa(3)

xB(A) =

ol 'on a mis en facteur —c et b dans les deux déterminants pour faire apparaitre 4.
Les valeurs propres de B sont les racines de xg. Or xg(A) = 0 équivaut a (puisque b et ¢ sont non nuls)

—% annule x5 ou % annule x4. On conclut donc:

sp(B) = {~cp, pesp@)}u{bp, pesp@A)}
en remarquant que ces deux ensembles ne sont pas les mémes puisque b # —c (sauf si sp(A) = {0}).

Simple calcul matriciel par blocs, on vérifie que BY = 0 en utilisant AX = 0.

On remarque de la maniere que si (X,Y) € Ker(A)?, alors Z = (i) est dans Ker(B). On en déduit :

{ ();) , X, V)€ Ker(A)Z} < Ker(B)
et donc 2dim(Ker(A)) < dim(Ker(B)) en passant aux dimensions.
Comme dim(Ker(A)) = 2 et que A est de taille 3, 0 est valeur propre de A de multiplicité m € {2,3}.

m Si m =3, A est diagonalisable avec pour seule valeur propre 0 donc A = 0. Ainsi B = 0 et B est déja
sous forme diagonale.

m Sim =2, 0 estvaleur propre de A de multiplicité 2 et, étant diagonalisable, elle admet une autre
valeur propre o de multiplicité 1. Avec la question précédente, on a dim(Ker(B)) = 4 donc 0 est valeur
propre de B de multiplicité p € {4,5,6}. Avec la question 2.2, on sait que sp(B) = {0, —a, —2a}. Ainsi
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B a deux autres valeurs propres (—a et —2a) que 0. De plus, ces deux autres valeurs propres sont de
multiplicité au moins 1 et comme la somme des multiplicités vaut au plus 6, elles sont égales a 1 et
p =4. On en conclut que B est diagonalisable.

s PLANCHE A21 === CCINP 2022

1. 1.1. Démontrer que:

2tan(a)
tan(2a) = ————
1-tan?(a)
et donner les valeurs de a € R pour lesquelles la relation a bien un sens.
1.2. Rappeler le développement en série entiére de la fonction Arctan.

1.3. Prouver la relation suivante :

+00 21 2n+1
T_ Z (_1)11(\/_—)
8 n=0 2n+1

1.4. Proposer une méthode pour approcher le nombre n et évaluer la marge d’erreur.

2. Lobjectif est de prouver que la famille (X + k)") kejo,n] est libre dans R[X].
On se donne donc des réels () kefo,n] tels que ZZ:O A X+ k)" =0.

2.1. Rappeler la valeur du déterminant de Vandermonde.
2.2. Prouver que Y.}’ Ax(X+ k)P =0 pour tout p € [0, n].
2.3. Justifier que ¥.;_, Axk” =0 pour tout p € [0, n].

2.4. Conclure.

SOLUTION

1. 1.1. La quantité tan(2a) n'est définie que si 2a est dans le domaine de définition de tan, c’est-a-dire si
l'onaaeR\ {% +k3, ke Z}. Pour prouver la relation, on utilise les formules de duplication de I'angle
cos(2a) = cos®(a) —sin?(a) et sin(2a) = 2 cos(a) sin(a).

1.2. C’estdu cours.
1.3. Avec larelation de la premiére question, on a:

1=tan(})=tan(2

eI}

):—

Ainsi tan(%) est racine de I'équation du second degré x> +2x — 1 = 0. Apres résolution, et puisque
tan (%) =0, il vient tan (%) = /2 - 1. Enfin, en utilisant la question précédente, on a:

T +00 (ﬁ_1)2n+1
— =Arctan(tan (%) = D —
8 (tan () n;o( s

2n+1
1.4. Onnote Sy = 821520(—1)" % pour N € N qui est une approximation de i puisque Sy — 1 d’apres

la question précédente. Pour évaluer I’écart, on remarque que la série sous-jacente est alternée et vérifie
les hypothéses du critere spécial des séries alternées de sorte que :

+00 21 2n+1 21 2N+3 8(v2-1 2N+3
|'IT—SN| =8 Z (_l)n(\/_—) < 8(—1)N+1 (\/_ ) _ (\/_ )
L 2n+1 2N+3 2N+3

2. 2.1. C’estducours.

2.2. On procede par récurrence descendante sur p € [0,n]. Le cas p = n est clair et pour passer du rang
pell,n] aurang p — 1, il suffit de dériver I'expression de I'hypotheése de récurrence au rang p.

2.3. Appliquer en 0 la relation précédente.

2.4. Ecrire le systeme vérifié par les (Ax) kejo, ) Obtenu a la question précédente et remarquer que la matrice
du systéme est une matrice de Vandermonde de déterminant non nul. Ainsi la solution de ce systeme
est unique et, comme la solution avec des (A;)ke[o,,) tous nuls convient clairement, c’est la solution.
En conclusion, la famille (X + k)") kejo, ] est libre dans R[X].
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1. Soit (A,B) € .4,,(C)? tel que AB = BA. On pose :

1.1.
1.2
1.3.
14.

2.2.

=5 4

Soient R € C[X] et (U,V) € .#,,(C)? avec U et V semblables. Montrer que R(U) et R(V) sont semblables.
Si P € C[X], exprimer P(M) en fonction de P(A), P'(A) et B.

Si A est diagonalisable et B nulle, prouver que M est diagonalisable.

Démontrer la réciproque.

Site[-1/2,1/2], démontrer que |In(1 + ) — | < 2£2.

SOLUTION

1.

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

. 2.1,

2.2,

Etudier la convergence simple et uniforme sur R de la série de fonctions suivante :

(—1)"x
Zln(l_ n2(1+x2))

n=1

Ecrire R(X) = ZZ:O rXFetU = PVP~! avec P € GL,(C) et prouver que 'on a R(U) = PR(V)P~! en utilisant
que (PVP~1)¥ = PV¥P~! pour tout k € N.

On commence par calculer les puissances de M. Aprés quelques essais, il semble, grace au fait que les
matrices A et Bcommutent, que :

Ak kAk-lB)

vkeN, MF=
(o AF

ce que I'on peut ensuite prouver rigoureusement par récurrence. Enfin, si P(X) = Zi:o p Xk, on obtient
par combinaison linéaire :

d

d
POW = 3 i = 3
k=0

Ak kAle):(z;j_OpkAk zg_okpkAk—lB):(P(A) P’(A)B)
k=0

0 Af 0 Y4 At 0 P@®

Si A est diagonalisable, on peut écrire P"'AP = D avec D € .#,,(C) diagonale. On pose alors :
P O D 0
o=fp o) e 2=fo o)
On vérifie facilement que Q est inversible d’inverse :

4 (PP o

=y )
et que, en utilisant la relation B = 0, ’on a Q"'MQ = A, ce qui prouve bien que M est diagonalisable.
Réciproquement, on suppose M diagonalisable. Ainsi, par le cours, il existe un polynéme P annulateur
de M qui est scindé a racines simples. Grace a la question 1.2, on obtient par identification P(A) = 0 et
P’/(A)B = 0. La premiére égalité donne qu'il existe un polyndme annulateur de A scindé a racines simples
(a savoir P) de sorte que, toujours pas le cours, A est diagonalisable. En trigonalisant A sur .4, (C), on
montre facilement que sp(P’(A)) = {P'(A), A € sp(A)}. Si jamais 0 € sp(P'(A)), il existerait A € sp(A) tel
que P'(A) = 0. Comme P est annulateur de A, toute valeur propre de A est racine de P. Ainsi on a aussi
P(A\) = 0. On obtient que A est racine au moins double de P, ce qui est absurde. Ainsi 0 ¢ sp(P'(A)) et
P’(A) est donc inversible. La seconde égalité donne donc B = 0 apres « simplification » par P’(A).
Soit I = [-1/2,1/2]. Réaliser une étude de fonction de f: t — In(1+ #) — ¢ sur I et observer que f <0
sur L. 11 suffit donc de prouver que  —In(1 + ) < 22 pour ¢ € I, ce qui se fait par étude de la fonction
g:t— t—In(l+¢) —2¢* en montrant qu'elle est négative sur I.

On commence par remarquer que Txx2 < % pour x € R; et donc que ﬁ < % pour x € R par imparité.
On en déduit immédiatement :
D" x| 1
Vn=1l, VxeR, o S (R)
n-(1+ x*) 2
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On écrit ensuite, pourn=letxeR:

(=1)"x )_ (1 D" 'x
n2(1+x2)) " n2(1+x2)

B (_1)n—1x N (_1)n—1x
n?(1+x%)  n?(1+x?

an(x) by (x)

ln(l—

m Soit x € R. La série }_,>1 b, (x) est alternée et vérifie les hypotheses du critere spécial des séries
alternées. Elle converge doncetona:

& (-DNx 1
Y. bax)|< > N 5 0 (Indépendant de x)
n=N+1 (N+1)=(1+x°) 2(N+1) N—-+oo

Cela nous donne la convergence uniforme de la série de fonctions )~ b, sur R.
m On fixe x € R. Grace I'inégalité de la question précédente et a (R), on peut écrire :

2x2

n*(1+x2)2

Le terme de droite étant un terme général de série de Riemann convergente, on en déduit, par
théoréme de comparaison et puisque convergence absolue implique convergence, que la série de
fonctions ) ,,-; a, converge simplement sur R. Pour la convergence uniforme, on s'intéresse au
reste et on réutilise 'inégalité précédente :

Vnz=1, la,(x)|<

ap(x)| < lan(x)] < ——— <= — 0 (Indépendant de x)
n=N+1 n=N+1 e P+ x2)2 2, T nt N—too

puisque I'on observe un reste d'une série de Riemann convergente. Ainsi on a également la conver-
gence uniforme de la série de fonctions }_,>1 a, sur R. Par somme de séries de fonctions uniformé-
ment convergentes, la série de fonctions étudiée converge uniformément sur R.

s PLANCHE A23 === CCINP 2022

1. Soit M e /3(R) définie par:

-5 -4 -2
M=]|3 5 2
3 -2 0
1.1. Calculer le polynome caractéristique de M.
1.2. M est-elle trigonalisable dans R?
1.3. M est-elle diagonalisable dans R?
1.4. Résoudre le systeme différentiel suivant :
x' = -5x—-4y-2z
y = 3x+5y+2z
Z =3x-2y

2. Soient (a,b) € R% avec a < b et f:la, bl — R, continue sur [a, b] telle que :
Vxela,bl, fla+b—x)=f(x)

2.1. Montrer que:

b b
ftf(t)dt:ibf f(odr
a 2 Ja
b4 it
I:f Ldt
_n1l+cos?t

1. 1.1. Apres calculs on trouve xp(A) = (A — D2\ +2) pour A € R.

2.2. En déduire la valeur de :

SOLUTION
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1.2.
1.3.

1.4.

. 2.1

2.2.

s PLANCHE A24 === CCINP 2022

XM est réel et scindé donc M est trigonalisable dans R.

Comme 1 est valeur propre double de M et —2 valeur propre simple de M, la matrice M sera diagonali-
sable si et seulement si dim(E; (M)) = 2. Apres calculs on trouve dim(E; (M)) # 2 de sorte que M n’est pas
diagonalisable dans R

On applique la méthode classique du cours dans le cas trigonalisable (on a X’ = MX = PTP~!X puis on
poseY = P~ !X et on résout Y = TY avant de revenir a X avec la formule X = PY).

Le résultat est immédiat grace au changement de variable t = a + b — u dans le membre de gauche de
I'égalité a montrer.

On commence par décomposer e’ = cos(t) + isin(t) pour t € [—n, 7], ce qui donne deux intégrales
Icos et Isin a calculer. Pour la premiére intégrale, on pose a = —7, b = m et on remarque que la fonction
fite[-n,n]—cost/(1 + cos? t) vérifie fla+b—1t) = f(t) pour t € [-m,n]. On utilise alors la formule
de la question précédente et on trouve I.os = 0. Pour la seconde intégrale, on commence par écrire, par

parité de I'intégrande :
T tsint
=2 i
ST )0 1+cos?t
puis on applique de nouveau la question précédente avec a =0, b=met f: t€ [0,7] — sint/(1+cos? t).

On trouve :
T sint - L du 1 du 2
YL TIPS N TR T
o 1+cos?t 11+ u? o 1+u® 2

. . 2
En conclusion, I=i%-.

On rappelle que :

Donner la nature de la série suivante :

_1\n +00
Z( 2 f e dx
n

n=1 N 2

1.2. Grace ala question précédente, donner la nature de la série :

n
Z(—l)"/ e dr
0

n=1

On munit .4 (R) du produit scalaire suivant :

VYM,N € 4,([R), (M|N)=Tr(M'N)

2.1. Vérifier que I'on définit bien ainsi un produit scalaire sur .4, (R).
2.2. Dans les questions qui suivent, on travaille dans .45 (R) et on introduit ’ensemble :

_J[{a Db 2
F—{(_b a),(a,b)e[R}

Prouver que F est un sous-espace vectoriel de .4 (R) puis donner F* et en fournir une base orthonormée.

. . . 1 1).
2.3. Déterminer la distance de la matriceJ = ( 1 1) aFt.

SoOLUTION
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1.2.

2. 2.1.
2.2,

2.3.

s PLANCHE A25 === CCINP 2022

Pour n =1, onnote:

+00
Up =[ e dx et vy = tn
n? n

On montre facilement par positivité de I'intégrale que la suite (u,,) ,en+ €St @ termes positifs et décrois-
sante. Il en est ainsi de méme de la suite (v,) ,en+. De plus, par convergence de I'intégrale mentionnée
par I'énoncé, la suite (u,),cn+ tend vers 0 et il en est donc de méme de la suite (v,),en+- En conclu-
sion, la série étudiée est alternée et vérifie les hypotheses du critere spécial des séries alternées : elle
converge.

On réalise le changement de variable x = nt dans I'intégrale du terme général de la série puis on utilise
la relation de Chasles avec la relation de I’énoncé :

2

n oo 1 n p T
f e*"zfzdt=—f e ax= 3T,
0 0

n 2n
Ainsi notre série est la différence des deux séries suivantes :
Vv
Y (-D"=— et ) (-D"v,
n=1 2n n=1
qui sont toutes deux convergentes (la premiere par application du critére spécial des séries alternées, et
la seconde gréce a la question précédente). Ainsi la série étudiée converge.

C’est classique.

On obtient facilement que F est un sous-espace vectoriel de dimension 2 de sorte que F* est également
de dimension 2. Il suffit alors de trouver deux vecteurs de F* qui forment une famille orthonormée. On
trouve par exemple :

1 (1 0 1 (0 1
1 . —
g ‘Ve“(ﬁ o 2) V2 [ o)
1 suffit de calculer le projeté orthogonal P de J sur F* avec la formule du cours (on dispose d’une base
orthonormée de F1) puis d’utiliser la formule d(J,F%) = | - P|.

1. On étudie I'équation différentielle suivante sur I = R :

1
t2y" +3ty' +y= r+= (E)

1.1. Citer le théoreme de Cauchy linéaire.

1.2. Soit f une fonction définie sur I. Pour tout réel x, on pose g(x) = f(e*). Montrer que f est solution de (E)
sur I si et seulement si g est solution sur R d'une équation différentielle linéaire du second ordre que I'on
précisera.

1.3. En déduire 'ensemble .¥ des solutions de (E).

2. Soit M € .#3(R). On suppose que M* = 4M? et que —2 et 2 sont valeurs propres de M.

2.1. Montrer que sp(M) < {-2,0,2}.
2.2. Prouver que M est diagonalisable.

SOLUTION

1. 1.1
1.2.

C’est du cours.
On suppose que f est solution de (E), f est alors deux fois dérivable sur I de sorte que g 'est sur R par
composition. Soit xeR. On a:

g(x):f(ex)’ g/(x) :exf/(ex) et g//(x) :ex]c/(ex)+62xf//(ex)
On en déduit immédiatement, f étant solution de (E), que :

g'(x)+2g' (x) + g(x) =2  f"(e¥) +3e* f'(e¥) + f(e¥) =e* +e ¥ =2chx
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Ainsi g est solution sur R de I'équation différentielle linéaire du second ordre y" +2y + y=chx (E).
Réciproquement, on suppose que g est solution sur R de (E). On a, pour ¢ > 0, la relation f(¢) = g(In 7).
Cela permet de justifier que f est deux fois dérivable sur I puisque g l'est sur R. Enfin, on peut alors
facilement vérifier que f vérifie (E) sur I en se servant du fait que g vérifie (E') sur R.

1.3. Onrésout (E') de fagon classique. Une fois fait, en notant .’ I’ensemble des solutions trouvé, on conclura,
grace la question précédente, que :

S ={tel—glnn), ge.o'}

2. 2.1. Puisque P(X) = X* — 4X? est annulateur de M, on a sp(M) c Rac(P) = {—2,0,2}.
2.2. Par hypothese, on sait déja que —2 et 2 sont valeurs propres de M. Ainsi {—2,2} c sp(M) c {-2,0,2}. Les
valeurs propres étant racines de xy;, —2 et 2 sont racines de xy. Ce dernier étant unitaire et de degré 3,
il s’écrit nécessairement sous la forme :

XMX) = X+2)X-2)X-A)

avec A € R. On remarque que, A étant une racine de xy;, A est valeur propre de M. Avec la remarque
précédente, seuls trois cas se présentent, a savoir A = =2, A=00ou A = 2.
m A=-20ul=2
Dans ce cas, 0 n'est pas valeur propre de M donc M est inversible. Apres simplification dans la
relation de I’énoncé il vient M? = 4I3. Ainsi X% —4 est annulateur de M et comme il est scindé a
racines simples, M est diagonalisable.
s A=0
M a alors trois valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable.

e PLANCHE A26 === CCINP 2022

1. Pour x =0, on pose:

+00 o= X(1+1%)
Y(x) = —dt
(%) fo 1+¢2

1.1. Montrer que YV est bien définie et continue sur R, .
1.2. Justifier que W est de classe €' sur R*.

1.3. Calculer ¥(0) et la limite de ¥ en +oo.

1.4. Prouver qu'il existe une constante A € R telle que :

—X

e
Vx>0, ¥'(x)=-A—
(x) 7

1.5. Montrer que [y ¥/ (x) dx = —2A? et en déduire la valeur de A.

2. Soient E un R—espace vectoriel et f € Z(E). On suppose que la matrice de I'endomorphisme f dans n'importe
quelle base de E est A € 4, (R).

2.1. Montrer que PA = AP pour toute matrice P € GL,(R).
2.2. SoitBe 4, (R). Justifier qu'il existe A € R tel que B — Al soit inversible et en déduire que BA = AB.
2.3. Montrer que f est une homothétie.

SOLUTION

1. 1.1. On utilise le théoreme de continuité des intégrales a parametre. Les hypotheses simples se vérifient

directement et pour I'hypothese de domination on peut écrire :
o X1+ 1

<
1+12

1+1¢2
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1.2. On utilise le théoréme de classe ¢! des intégrales a parametre. Les hypotheses simples se vérifient
directement et pour I'hypothése de domination on peut écrire :

Vxela,b]cR:, Yt=0, ‘—e’“”tz)) < e+

et on peut vérifier que cette fonction est positive, continue par morceaux et intégrable (critére de Rie-
mann) sur R, . Ainsi ¥ est de classe ¢! sur R* et :

+00 .
Vx>0, ¥(x)= —f e~ x4 4y
0

1.3. On a directement ¥(0) = /2. Pour la limite en +oo, on remarque que par positivité et croissance de
I'intégrale, ona:

+00 = x(1+1%) +00 X e~ X
et 0e [TE G [T
0 1+ 12 0 1+ 12 2

Par encadrement, on en déduit que ¥ tend vers 0 en +oo.
1.4. Soitx>0.0Ona:

+00

+o00 —X +o0 —X
2 2 u=+/xt € 2 e
Y (x)= —f e XU+ qr = —e’xf e ¥ dr = ——f e “du=-A—
0 0 Vvx Jo Vx
—_——
=A

1.5. On commence par écrire, grace a la question précédente :

u=y/x +oo

+00 +00 e—x 5
f ¥/ (x) dx:—Af —dx = -2A e % du=—2A?
0 0o Vx 0

Mais on a aussi, avec la question 1.3 :
+00 b
V'(x)dx =[P (x)]§®°=-=
0 2
En égalisant les deux expressions, il vient A% = /4 et donc A = \/7t/2 puisque A = 0 par positivité de
I'intégrale.
2. 2.1. Soit P € GL,(R). Par changement de base, la matrice P~'AP représente I'endomorphisme f dans une
autre base de E. D’apres '’hypothese de I’énoncé, on a donc P1AP = A, C’est-a-dire AP = PA.

2.2. On suppose que det(Al,, —B) = 0 pour tout A € R. On obtiendrait ainsi que xp est nul alors qu’il est de
degré n, ce qui est absurde. Ainsi, il existe A € R tel que det(AI,, —B) # 0, c’est-a-dire AI,, —B € GL,(R), ce
qui équivaut encore a B— Al € GL,(R).

Parla question précédente, on a donc (B—AI,;)A = A(B—AI,,), ce qui apres simplification donne BA = AB.

2.3. Onvient de prouver que A commute avec toute matrice B de .4, (R). On peut alors classiquement mon-
trer que A est la matrice d'une homothétie (choisir B = E; ; pour tout (i, j) € [1,n]?). Ainsi, puisque A
représente f, f est bien elle-méme une homothétie.

mems PLANCHE A27 === CCINP 2021

1. Pour tout réel x, on pose :
+00 2
fx) =f e ¥ cos(xt)dt
0

1.1. Montrer que f est bien définie sur R.
1.2. Justifier que f est dérivable sur R et qu’elle est solution d'une équation différentielle homogeéne d’ordre 1.
1.3. En déduire une expression de f al’aide des fonctions usuelles.

2. Soit A€ ., (R) telle que A et AT commutent.

2.1. Montrer que Ker(A) = Ker(AT).
2.2. Prouver que Ker(A) et Im(A) sont supplémentaires orthogonaux dans I'’espace R” muni de son produit
scalaire canonique.
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PLANCHE A28 CCINP 2021

Soit n € N*. Pour tout P € R, [X], on pose ¢p(P)(X) = P(X—1) + P(0)X".

1.1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X].

1.2. Soit A la matrice de ¢ dans la base canonique de R, [X].
Montrer que A? est triangulaire.

1.3. SoitAeC.
Si A € sp(A), prouver que A? € sp(A?).
Si A € sp(A?), montrer qu’'au moins une racine carrée de A appartient a sp(A).

1.4. En déduire les valeurs propres de ¢.

Pour n €N, on pose:

2.1. Montrer que a, est bien défini pour n € N.

2.2. Ftablirquea, ~ 1

n—+oo N’
2.3. Donner le rayon de convergence de la série entiere ) -9 a,x".

PLANCHE A29 CCINP 2021

Pour tout P € R3[X], on note @ (P) le reste de la division euclidienne de X?P par (X* - 1).

1.1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R3[X].
1.2. Prouver que ¢ est diagonalisable; donner ses valeurs et espaces propres.
1.3. Lendomorphisme ¢ est-il inversible? Si oui, donner son inverse.

On considere un musée recevant en moyenne 1000 visiteurs a la journée. Le nombre N de visiteurs quotidien
sera modélisée par une loi de Poisson.

2.1. Donner le parametre de la loi de Poisson suivie par N.

2.2. Ilyaquatre tourniquets al’entrée que les visiteurs choisissent de facon équiprobable. On note X le nombre
de visiteurs passant par le premier tourniquet.
Donner X(Q).

2.3. Pour n €N, donner la loi de X conditionnellement a (N = n).
2.4. DonnerlaloideX.

PLANCHE A30 CCINP 2021

Pour tout x € R} et a€ R, on pose :

+00 an

Sx)=).

ox+n

1.1. Donner les valeurs de a € R pour lesquelles S est correctement définie sur R .
On se place désormais dans ce cas.

1.2. Déterminer le domaine de continuité de S.
1.3. Donner une relation entre S(x + 1) et S(x) pour x € R}.
1.4. Trouver un équivalent de S en 0.

On considére I'équation différentielles suivante : y"' +2y"” —y'—=2y =0 (E). On notera G I'’ensemble des solu-

tions réelles de (E) et F ’ensemble des fonctions de classe 4 de R dans R. Enfin, on pose, pour y € F, A(y) = ¥'.
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2.1. Montrer que G c F et que A est un endomorphisme de F.

2.2. Montrer qu’il existe un polynéme P tel que G = Ker(P(A)) et factoriser P.
2.3. Montrer que G = Ker(A? — Idg) @ Ker(A + 21dg).

2.4. Donner une base de G.

PLANCHE A31 CCINP 2021

Pour toutn =1, tout r€[0,1] et tout x € [0,1], on pose :

r\" x
g,,(t):(l——) el et In(x):f gn(D)dr
n 0
1.1. Montrer que:

et
YneN*, Vre[0,1], |g,(0)|<—
n

Prouver que:

tet
YneN*, Vre[0,1], |gu()-1]<—
n

1.2. Ftudierla convergence simple de la suite de fonctions (I,) ,en+ sur [0,1].
1.3. Surle méme intervalle, étudier la convergence uniforme.

Pour n = 3, on définit A € .4, (R) en posant :

1 2 3 n
2 0 0 0
A=|3 0 0 0
n 0 O 0

2.1. Déterminer le rang de A et en déduire dim(Ker(A)).

2.2. Etudier la diagonalisabilité de A.

2.3. Déterminer la multiplicité de la valeur propre 0.

2.4. Montrer que les valeurs propres de Asont0, A et1—A avec A > 1.
2.5. Déterminer un polyndme annulateur de degré 3 de A.

PLANCHE A32 CCINP 2019

On considere la fonction f définie sur R? par :

PP Gy £0,0
flny) =4 x2+y2
0 sinon

1.1. Lafonction f est-elle continue sur R??
1.2. Lafonction f est-elle de classe €' sur R??

1.3. La dérivée partielle seconde 6%} [ est-elle définie?
Soit A = (a4,j)1<i,j<n € A (R) telle que a; ; > 0 pour tout (i, j) dans [1, n] et Z;?:la,-,j =1pourtoutie[l,n].

2.1. Montrer que 1 est valeur propre de A.
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2.2. Soient A une valeur propre complexe de A et X la matrice colonne représentative, dans la base canonique,

de (x1,...,X,) un vecteur propre associé. Soit k € [ 1, n] tel que |xi| = 1m'ax |x;|. Montrer que :
<Isn

IAI<S1 et lage—Al< ) ag;
j#k

2.3. Ensupposant que |A| =1, déterminer A.
SoLuTION

1. 1.1. Lafonction f est clairement continue sur R? \ {(0,0)}. Il reste a étudier la continuité en 0. En passant en
polaires, on montre que pour (x, y) € R\ {(0,0)}, | f(x, )| < 2(x* + y*)'/2. Ainsi f tend vers 0 en 0 et f est
continue sur R?.

1.2. Lafonction f est de classe ¢! sur R%\ {(0,0)}. Il reste a étudier I'existence de dérivées partielles en 0.
Pour x € R*, on a (f(x,0) — f(0,0))/x =1 et donc tend vers 1 en 0. Ainsi f posséde une dérivée partielle
premiére suivant la premiére variable et 0, f(0) = 1.

De méme [ possede une dérivée partielle premiére suivant la seconde variable et 9, f(0) = —1.
On calcule ensuite les dérivées partielles premieres en un point différent de (0,0). On trouve :
of _ xt+3x%y +2x)°

V() ERV{O0,0), (%)) = 2+ 72

On a donc 9f(0,y) = 0 qui ne tend pas vers 1 lorsque y tend vers 0, la dérivée partielle 0, f n'est pas
continue en (0,0) et f n’est donc pas de classe €' sur R?.
1.3. Onaapres calculs :

) of -yt =3x2y? —2yx3
V(x,y) €e R\ {(0,0)}, a(x,y): 212

Ainsi, pour x # 0, (3y f (x,0) -0, f(0,0))/ x = 1/ x et cette quantité diverge lorsque x tend vers 0. La dérivée
partielle seconde ai' [ W'est donc pas définie en (0,0).

2. 2.1. On remarque que AU = U avec U la matrice colonne ne comportant que des 1 et donc 1 est valeur
propre avec (1,...,1) un vecteur propre associé.

2.2. Onécritla k—eme ligne de I’égalité AX = AX. On obtient Z;?zlakijj = Axget(agr—N)xr = —Z#kak,jxj.

Linégalité triangulaire, la positivité des coefficients de A et la définition de k donne :

[ = Nxie| < Y lagjxjl < Y agjlxjl < Y ag,jlxkl
j#k j#k j#k

Comme X # 0, on a |x;| >0 et cela donne :

k=A< akj
j#k
On aalors Z#kﬂk,j =1-ay i puis lag x—Al < 1—-ay . Par inégalité triangulaire il vient || < 1—ay .+ ay. k
etenfin |[A\| < 1.
2.3. Sion a égalité, on a égalité dans la derniere inégalité triangulaire et comme ay i # 0, il existe a« € R, tel
que A — ay x = aay, . etdonc A = (1 + ) ay i : A € R}, il ne reste que la possibilité A = 1.
Les valeurs propres de A sont donc 1 et des complexes de module strictement inférieur a 1.

wems PLANCHE A33 === CCINP 2019

1. On définit la fonction f en posant f(x) = Arcsin(x) x V1 — x2.
1.1. Montrer que f est de classe €' sur un intervalle I a préciser.
1.2. Trouver a, b, c trois fonctions polynomiales telles que f soit solution sur I de :
a(x)y'+b(x)y = c(x) (B)

1.3. Montrer qu’il existe une unique solution de (E) impaire développable en série entiére, dont on précisera le
développement en série entiére.
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1.4. Montrer que [ est développable en série entiére.

2. Pour M = (m; j)1<i,j<n €t N = (1; j)1<i,j<n deux matrices de .4, (R), on pose :

PeMN) = Y m;jn;;
1<i<n
1sjsn

2.1. Lapplication ¢ est-elle un produit scalaire sur .4, (R) ?
2.2, Soit A = (a;,j)1<i,j<n- On définit H = {M € 4, (R), lei,isnm,-,j =0}. Calculer :

SOLUTION

1. 1.1.

1.2.
1.3.

1.4.

2.2.

messs  PLANCHE A34 === CCINP 2019

d= inf Z (ajj— mi,j)z
MeH, Gop
1sjsn

Arcsin est de classe €' sur | —1,1[ et n’est pas dérivable en 1 et —1. De méme pour x — V1 — x2 puisque
x— /x est de classe €' sur R*. Par produit, f est de classe €' sur]—1,1[.

Ontrouve a:x— 1—x% b:x— xetc=a.

Soitg:x— Y % a,x*"*! une somme de série entiere de rayon R > 0, impaire. La fonction g est solution
de (E) surI=]-1,1[n] —R,R[ si et seulement si pour tout x € I :

+00
ap+ Y (@n+1Da,—@2n—-2)ay,1x*" =1-x*

n=1
Par unicité du développement en série entiere, on trouve que g est solution de (E) surI=]—-1,1[n]-R,R[
si et seulement si pour tout x €1 :
1
ap=1, 611=—§ et Vn=2 @n+1)a,—2n-2)a,—;=0

ou encore, en le prouvant par récurrence sur 7, si et seulement si :

22n (n|)2

apg=1 et Vnzl, a,=——"-—
0 " @n+)!

On vérifie ensuite qu'une telle série entiére a un rayon strictement positif. Précisément, on trouve R=1,
par exemple en fixant p > 0 et en étudiant la série numérique ¥ a,p>"*"! avec la régle de d’Alembert. On
a donc prouvé I'existence et 'unicité d’'une solution de (E) sur ] — 1,1[ développable en série entiére et
impaire.

La fonction f est solution de (E) sur | — 1, 1] et vérifie f(0) = 0 tout comme g. Le théoreme de Cauchy-
Lipschitz nous assure I'unicité (et I'existence) d’'une solution a un tel probleme de Cauchy donc f = g
et f est bien développable en série entiére sur]—1,1][.

Lapplication ¢ est bien un produit scalaire, les quatre axiomes de la définition d'un produit scalaire se
vérifiant facilement.

d s'interpréte comme le carré de la distance de A a H et donc c’est aussi le carré de la distance de A
a son projeté orthogonal sur H, ou, par le théoréme de Pythagore, le carré de la norme de son projeté
orthogonal sur H-. Or H* est la droite vectorielle engendrée par J, matrice ne comportant que des 1
puisque H est exactement I'ensemble des matrices orthogonales a J. Ainsi :

2
oA |I? )
d=”—1” =¢A,)* = ai,j
iN)) %s,, !
<jsn

1. Pour tout n € N, on définit :

1, :fz(tan(x))"dx
0
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1.1.
1.2.
1.3.

1.4.

Trouver la limite de I, lorsque n tend vers +oo.
Pour neN, calculerI,, +1,,.5.
En déduire la somme suivante :

+o00o (_1)11

)3

n=0

2n+1

Montrer que la série Z (-1)"1, converge et calculer sa somme.

n=0

2. Onintroduit f € £ (R3) un endomorphisme de R? tel que f3=1d et f # Id.

2.1. Montrer que 1 est valeur propre de f.
2.2. Montrer que Ker(f —Id)® Ker(f2 + f +1d) = R3.
2.3. Montrer qu'il existe une base % de R® dans laquelle la matrice représentative de f est donnée par :

SoLuTIO

1.

N

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

010
Mg(f)=[o 0 1
100

On va utiliser le théoréme de convergence dominée. On pose, pour n €N, f;, : x — (tan(x))". Les fonc-
tions f;, sont bien continues sur [0, 1/4]; la suite ( fn) nen Converge simplement sur [0, 71/4] vers f: x— 0
si x # /4 et 1 sinon; f est bien continue par morceaux sur [0,7/4]. Enfin, on domine par la fonction
constante en 1, qui est bien continue et intégrable sur [0, t/4]. Par le théoréme de convergence dominée,
I,, converge vers 0.

PourneN,ona:

(tan x)"*+1
+1

|

In+1,,+2:fi(tanx)”(1+(tanx)2) dx =
0

0 - n+1
Pour n €N, on écrit :
(_1)”

ST (=)™ — (=1 p0

Par téléscopage sur la somme partielle de la série, la série étudiée converge et sa somme vaut Iy = n/4.
La série Y (—1)"1,, vérifie les hypotheses du théoreme spécial a certaines séries alternées. On peut par
ailleurs, calculer ses sommes partielles. Pour n € N,

n

Sp=) (-DFI = ' Z(—l)’“(tanx)"dxzf
k=0 0 k=0 0

T dx 1 (tanx)"*1
[t [
o l+tanx o l+tanx

On peut dominer le deuxieme terme par I,,+; et donc ce deuxiéme terme tend vers 0. Il reste donc

+00 i
Y D", = f
n=0 0

I1-(-tanx)"*!
1-Cany™

1+tanx

dx
1+tanx

On calcule cette intégrale avec le changement de variable u = tan x et une décomposition en éléments
simples :
! 1 1LY 1 1-u 1Y du 11 2u 1Y du
————-du=—- —+t——|du==| ——-—=-| ——du+=-| —
0o (I+uwd+u?) 2Jo \1+u 1+u? 2Jo 1+u 4Jo 1+u? 2Jo 1+u?
On trouve donc finalement :
o In@ n
Y D= ——+ =
n=0 4

8
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2. 2.1.

2.2.

2.3.

wemms PLANCHE A35 === CCINP 2019

On observe que P = X3 — 1 est un polynéme annulateur de f et que P = (X — 1)(X2 + X+ 1). Si 1 n’est pas
valeur propre de f, f— Id est inversible puisque f est un endomorphisme d'un espace de dimension
finie. Donc X? + X + 1 est un polynéme annulateur de f et les valeurs propres réelles de f sont racines
de X? + X+ 1. Or ce polynéme n'a pas de racine réelle. Donc le spectre réel de f est vide. Or le polynome
caractéristique de f est un polynome de degré 3, donc, par le théoreme des valeurs intermédiaires, il
posséde au moins une valeur propre. Donc 1 est bien valeur propre de f.

On procede alors 4 une analyse synthése. Soit x € R3. On suppose que x = y + z avec y dans Ker(f —Id)
et zdans Ker(f2+f+1d). Onaalors f(x)=y+ f(z) et fz(x) = y+f2(z) etdonc x+ f(x) +f2(x) =3y.0n
adonc y=x/3+ f(x)+ f?(x) et z= x— y. Donc, si y et z existent, ils sont uniques : on a déja prouvé que
les deux noyaux sont en somme directe.

On pose ensuite y = x/3 + f(x) + f?(x) et z= x — y. On vérifie que y € Ker(f —1Id) et z € Ker(f? + f +Id).
Comme x = y + z, on a bien montré que les deux noyaux sont supplémentaires dans E.

On choisit u dans Ker(f-1Id), u # 0 et v dans Ker(f?+ f+Id), v # 0. On vérifie que f(v) € Ker(f2+ f+Id) et
que f(v) n'est pas colinéaire a v. En effet, sinon, il existerait a réel tel que f(v) = av et alors fz(v) =y
et, comme fz(v) + f(v)+v =0, on aurait (@ +a+1)v=0; mais v#0doncoa®+a+1=0ce qui contredit
le fait que X2+X+1na pas de racines réelles. Donc, (1, v, f(v)) est une famille libre et donc une base
R3, que 'on note 9. On pose alors e; = u+ v, e3 = flep) etey = f(e3) = fz(el). Onaes=u+f(v) et
er=u+ fz(v) =u—v- f(v).Sionnote € cette famille (ey, e2, e3), sa matrice représentative dans 28 est
la matrice suivante :

1 1 1
1 -1 0
0 -1 1

Or le déterminant de cette matrice est —3, donc % est une base de R®. La matrice représentative de f
dans cette base a bien la forme voulue, par construction.

1. Pour la suite, on poseI=[0,1].

1.1

1.2

1.3
1.4

Montrer que :
+00 xn
vxel, m+x)=) ()" —
n=1 n
Pour n € N, on définit la fonction f,, en posant :
2n+1 xn+1

Vxel, fox)=

2n+1 2n+2

Montrer que la série de fonctions Y, _, f» converge simplement sur I. On note S sa somme.

. Expliciter la fonction S.

. A-t-on convergence uniformede )., _, [ ?

2. Soit n =3 un entier. On se donne une matrice A € .4, (R) non nulle telle que A% + 9A = 0.

2.1

2.2.
2.3.
24.
2.5. Montrer qu'il n’existe pas de matrice symétrique réelle vérifiant A3 + 9A = 0.

SoLuTiO

1.

N

1.1.

Montrer que le spectre complexe de A est inclus dans {0,3i, —3i}.
A est-elle diagonalisable dans ./, (C) ?

A est-elle diagonalisable dans .4/, (R) ?

Montrer que si n est impair, A est non inversible.

Pour n € N*, on pose g, : x — (—1)""'x"/n. Chaque g, est continue sur [0, 1]. De plus, pour x € I, 1a série
> ,>18n(x) converge grace au théoreme spécial a certaines séries alternées et on a donc, en notant R, (x)

le reste, Ry, (x)| < x"" 1/ (n+1) <1/(n+1). Cela donne [|R,, |loo < ﬁ et la suite des restes converge donc
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1.2.

1.3.

1.4.
2.2,
2.3.

2.4.

2.5.
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uniformément vers 0. Ainsi }_, _, g, converge uniformément sur I et sa somme est donc continue sur
[0,1] par le théoreme de continuité de la somme d'une série de fonctions. On sait que, pour x € [0, 1],
on a Z+ 218rn(x) =In(1 + x) par développement en série entiere usuel. Comme x — In(1 + x) est aussi
continue sur I, on peut étendre la relation précédente au point 1 et donc sur I.
2n+1 n+1

. . 2y R o PSP
Soitxel.Six<1,alors}, (5.7 — 3,53 converge plar domination par 2x qui est une série géométrique
convergegte. Six=1,leterme general s e.crlt e (?qulvalent a qui est bien le terme général
d’une série convergente (les séries sont bien a termes positifs).
Pour x€[0,1[,ona

42)

+00 x2n+1 +00 xn+1

S(x) = -
o HZOZn+1 =0 2n+2
+00 lnl n +00 2n
= Z( ) Z———( In(1-x))
n=1
= In(Q+x)—-= ln(l —x*)+= ln(l -x)
2 2
1l 1+x)
= —=In X
2
Pourx=1,ona:
- ! 1 - (1 (1)”
S)= 1 — — In(2
(1) NiTw;0(2n+l 2n+2 NiJroonZ:"O(zn+1 2n+2) Z N—+oco n()

Or S(x) — In(2)/2 quand x tend vers 1~ de sorte que S n’est pas continue en 1. Ainsi ), _,, f, ne peut
converger uniformément sur [0, 1] puisque, chaque f;,, étant continue sur [0, 1], la somme serait conti-
nue sur [0,1].

P = X3+9X est un polynéme annulateur de A et les racines de P dans C sont 0, 3i et —3i. D’ot1l'inclusion.
P est un polynéme annulateur de A scindé a racines simples : A est diagonalisable dans .4/, (C).
Laseule racine réelle de P est 0, donc le spectre réel de A est inclus dans {0}. Si A était diagonalisable dans
M, (R), alors A serait semblable a 0 et donc serait nulle, ce qui est exclu. Donc, A n’est pas diagonalisable
dans .4, (R).

Si n est impair, le polyndme caractéristique de A est de degré impair et donc diverge vers +oo en +oo et
vers —oo en —oo puisqu'il est unitaire. La fonction polynomiale associée étant continue, par le théoreme
des valeurs intermédiaires, elle posséde une racine : A posséde au moins une valeur propre réelle, or on
avu que seule 0 est valeur propre possible, donc 0 est valeur propre de A et A n’est pas inversible.

Une matrice symétrique réelle est diagonalisable dans .4, (R) par le théoreme spectral d’ou le résultat
avec la question 2.3.

1. Pour n e N*, on définit la fonction u, sur R; en posant :

1.1. FEtudier la convergence de la série de fonctions

—nx

VxeRy, uy(x)= (—D"e

n=14

1.2. Lafonction somme est-elle continue sur son domalne de définition?

1.3. Montrer que la fonction somme est dérivable sur R} .

1.4. Déterminer la fonction somme sur son domaine de définition.

2. Soit M € .4, (R) une matrice vérifiant M3 —4M = 0 et Tr(M) = 0

2.1. Montrer que les valeurs propres de M sont racines de P(X) = X3 — 4X.
2.2. Caractériser les matrices de .#4 (R) vérifiant M3 —4M = 0 et Tr(M) =

SOLUTION

1. 1.1

Pour x e Ry, ¥, . un(x) converge par le théoreme spécial des séries alternées.
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1.2.

1.3.

1.4.

2. 2.1.
2.2,
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N PR —(n+1)x .
Pour n € N* et x = 0, ce méme théoréme donne |R,(x)| < £ T de sorte que R, llco < ﬁ La suite

des restes converge uniformément vers 0 sur R, et la série de fonctions }_, _, u; converge donc unifor-
mément sur R, . Toutes les fonctions u; étant continues R;, U, la somme, est continue sur R, par le
théoreme de continuité de la somme d’une série de fonctions.

Toutes les fonctions u, sont de classe €' sur R, et, pour x € Ry, u),(x) = (-1)™1e "% de sorte que
sur tout segment [a, b] € R}, |lu),lco < e7"**. Comme a > 0 la série géométrique Y =16 " converge et
sl u;l converge normalement et donc uniformément sur [a, b]. Par le théoréme de dérivation de la
somme d’une série de fonctions, U est de classe € sur RY.

Pour x > 0, on a, par somme d’une série géométrique de raison —e~

X .

e—x
1+e™*

+00
U’(x) — Z (_1)n+le—nx —
n=1

On cherche donc une primitive de U’. On obtient I'existence de K € R telle que, pour tout x € R, on
a l'identité U(x) = —In(1 + e™¥) + K. L'étude du comportement en +oco donne K = 0. En effet, U tend
vers 0 en +oo par application du théoreme de la double limite et —In(1 + e™*) + K tend vers K en +oo.
Finalement, pour tout x e R, ona U(x) = —In(1 + ™).

P annule M donc les valeurs propres de M sont incluses dans ’ensemble des racines de P.

Soit M une matrice vérifiant les relations. Le polynéme P est scindé a racines simples et annule M,
donc M est diagonalisable. Les racines de P sont 0, —2 et 2. Notons mg, m_, et m; leurs multiplicités
respectives, dans N. On a alors, la trace étant un invariant de similitude, 0 = myx 0+ m_p x (—2)+my x2 =
2(my — m_») et donc m_, = my. Par ailleurs, on a aussi, mgy + m_» + my, = 4 ou encore, My + 2 x My = 4.
Il reste donc 3 possibilités : my =0 et mp =2, ou my =2 et my =1, ou my =4 et my = 0. Dans les deux
premiers cas, M est respectivement semblable aux matrices :

20 0 0 2 0 0 0
02 0 0 0 -2 0 0
00 -2 0 1o 0 o0 o0
00 0 -2 0 0 0 0

Dans le dernier, M est semblable a 0, donc égale a 0.
Réciproquement, on vérifie que ces trois types de matrices satisfont bien les conditions de départ.

1. Pour neN, onpose:

1 +oo 2
1 =—f t"e " dr
" Vs

1.1. Calculer I, en distinguant les cas 7 pair et n impair.
+ _42
Ondonne [* e " dt= .
1.2. Pour P et Q deux polynémes de R[X], on pose :

+00
PRQ) = %f_m P(NQ(ne " dr

Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur R[X].
1.3. Calculer la distance de X3 a R, [X].

2. Soit (ay) ey 1a suite définie par :

ap=1, a; =1 et VneN, api2=ap1+n+1ay,

On pose également, en tout point x € R ol cela a un sens :

=y D
- n=0 n!

2.1. Montrer que pour tout € Non a a, < nl.
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2.2. Montrer que f est solution d’'une équation différentielle du premier ordre.

2.3. Résoudre cette équation différentielle.

2.4. Déterminer az) et azp+1 pour p €N.

SOLUTION

wess PLANCHE A38 === CCINP 2019

1.

1.

1.1.

1.2

1.3.

. 2.1,
2.2,

2.3.

24.

Dans le cas impair, la fonction intégrée étant intégrable sur R et impaire, I'intégrale est nulle donc
I2,+1 =0 pour tout n € N. Dans le cas pair, on écrit, pour n € N :
1 +00 2 -1 +00 2
Ippso = —/ P2l dr= —— P2 —2ne t de

T ) 2y J-co
On procede alors par intégration par parties généralisée et on trouve I;,12 = 2n+1)/2 x Iy,,.
On montre alors par récurrence sur n € N, avec Iy = 1 donnée par I’'énoncé que :

2n)!

VneN, Iznzm

La symétrie estimmédiate, la bilinéarité en découle alors avec la linéarité de I'intégrale. Le caractere po-
sitif découle de la positivité de I'intégrale. Si P est un polynéme tel que ¢(P,P) = 0, alors I'intégrale sur R
delafonction ¢ — P(#)2 exp(—1?), qui est continue et positive sur R, est nulle. On obtient P(#)2 exp(—t?) =
0 pour tout ¢ € R puis P(H%=0 pour tout ¢ € R et enfin P = 0.

Lorthogonal de R,[X] dans R3[X] étant une droite, si on note U un vecteur normé de cette droite, la
distance de X a R, [X] est la norme de la projection orthogonale de X3 sur cette droite, i.e. la norme de
Lp(Xs,U)U. On cherche U en écrivant U = aX® + bX2 + ¢X + d et en traduisant ¢U,1) =0, oU,X) =0,
cp(U,Xz) =0 et U normé. Les trois produits scalaires donnent trois équations, on en déduit b=d =0 et
¢ = —3a/2. On écrit alors |U| = 1, ce qui donne |a| = 2/v/3. On choisit U = (2X3 —3X)/+/3. On a donc
X3 =3X/2++3U/2, le premier terme étant dans R, [X] et le deuxiéme dans son orthogonal. La distance
cherchée est la norme de 2U/+v/3 i.e. v/3/2. C’est la distance cherchée.

On montre par récurrence sur n = 2 que, pour tout k € [0, n], on a a; < k!.

Par la question précédente, par comparaison, f a unrayon de convergence au moins égal a 1. Grace ala
relation de récurrence vérifiée par la suite (a;) e €t par manipulation des séries entieres sur I'intervalle
ouvert de convergence | — 1,1, on trouve f'(x) = (1+x) f(x) pour x € ] -1,1[.

Par résolution de I’équation différentielle, avec la condition f(0) = 1, on trouve que :

x2
VXE]_I)l[) f(x)ZeXET
Pour x €] — 1,1, on ales développements :
exzzx— et e7T = ——:anx”
=0 1! —on! 2" -

avec bapy1 =0 et by, = 1/(p!2P) pour tout p € N. On effectue alors un produit de Cauchy :

+00 n bk
Vxel-1,1[, fx)=) cax" avec VYneN, ¢,=) ——
n=0 k=0 (n— k!
Pour p €N, en enlevant les termes impairs, on trouve :
P 1 P 1
Cop=) —— et ¢ =) ———
°r ;)(Z(p—ﬁ))w!ﬂ ep go(zp—zeﬂ)w!z@
Par unicité du développement en série entiére sur ] — 1, 1[, on obtient, pour p e N :
Lo @p) Lo @2p+D)!
o (p-0)02 S ep-20+1)012

On définit la fonction f en posant f(x) = Arcsin(x) x V'1 — x2.

1.1.

Montrer que f est de classe €' sur un intervalle I a préciser.
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1.2. Trouver a, b, c trois fonctions polynomiales telles que f soit solution surIde:
ax)y'+b(x)y = c(x) ()

1.3. Montrer qu’il existe une unique solution de (E) impaire développable en série entiére, dont on précisera le
développement en série entieére.

1.4. Montrer que f est développable en série entiere.

2. SoitE=%([-1,1],R) 'ensemble des fonctions € sur [-1,1] a valeurs dans R. Pour fetgdansE, onpose:
1
¢o(f,8) = f 1f(t)g(t) dr
On définitalors F={f € E, Vx€[0,1], f(x)=0}etG={g€E, Vxe[-1,0], g(x) =0}.
2.1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.
2.2. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E en somme directe orthogonale.
2.3. Lessous-espaces vectoriels F et G sont-ils supplémentaires ?
2.4. Montrer que G c F*.
2.5. Soit g € F*. Soit (f;) ,en € EV telle que, pour tout n € N, on ait :
fonullesur [0,1], fh,=gsur[-1,-1/n] et f,affinesur[-1/n,0]
Expliciter ¢(f;, g) pour tout n € N et montrer que f?l g2(Hdr=0.
Montrer que F* = G.
SoLuTION
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1.

1. Voir le corrigé de la planche A2.

2. 2.1. La symétrie est immédiate. La bilinéarité découle de la symétrie et de la linéarité de I'intégrale. La po-
sitivité découle de la positivité de I'intégrale. Si f est continue sur [—1,1] et vérifie @(f, f) = 0, alors f2
étant positive, continue et d’intégrale nulle, f2 est identiquement nulle sur [-1,1] et donc f est identi-
quement nulle sur [-1,1].

2.2. On vérifie facilement que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E. Montrons qu'ils sont orthogo-
naux. Soient f dans F et g dans G. Alors ¢ (f, g) =0 car f estnulle sur [0, 1] et g est nulle sur [-1,0]. Enfin,
si h est a la fois dans F et dans G alors ¢(h, h) = 0 par ce qui précede de sorte que h = 0 par caractere
défini positif. Ainsi la somme est bien directe et orthogonale.

2.3. Les sous-espaces F et G ne sont pas supplémentaires. La fonction & constante égale a 1 est dans E et si
h = f+ g avec f dans F et g dans G, alors k(0) = f(0) + g(0) et donc 1 =0, ce qui est absurde.

2.4. Comme F et G sont orthogonausx, il en découle que G c F*.

2.5. Pour neN*, il vient:

—1/n 0 0 0
tp(fn,g):fl gz(t)dt+f” fn(t)g(t)dt=f1g2(t)dt+f1/ (fu(®)—g)g(r)dt
_ —1/n - -1/n

Or f, est bornée sur [—1,1] et || fzlloo < lIgllco de sorte que la deuxieme intégrale tend vers 0 lorsque n
tend vers +oo puisqu’elle est dominée par 2||g||§0/n. Or pour tout n € N*, ona ¢(fy;,g) =0car f, eFet
g € FL. TIlvient donc [°] g?(r)dz = 0. Puisque g est continue, positive et d'intégrale nulle sur [1,0], elle
est identiquement nulle sur [-1,0] et g aussi. Ainsi g € G. On a montré que F* c G et comme on avait
déja montré I'autre inclusion, il vient G = Ft.

Soit (Q, &/, P) un espace probabilisé. On se donne X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi
de Poisson de parametre A > 0 et on pose U = min(X,Y) et V= max(X,Y).

1.1. Donner laloi de X, son espérance et sa variance.
1.2. Les variables U et V sont-elles indépendantes?

1.3. Soit Z une variable aléatoire telle que Z(Q2) = N et la probabilité conditionnelle de Z sachant (X = k) suit
une loi binomiale de parametres k et p. Donner la loi de Z.
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2. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] dans R. Pour f € E, on pose :

1 X
- ndt six#0
Vxel[0,1], <p(f)(x)={xj0f() S

0 sinon

2.1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.

2.2. Montrer que 0 n'est pas dans le spectre de ¢.

2.3. Montrer que 1 est valeur propre de ¢ et trouver son sous-espace propre.
2.4. Trouver toutes les valeurs propres de .

SOLUTION

1. Jaitraité I'exercice avec X et Y suivant des lois géométriques...Je laisse ces calculs.

1.1. PourkeN*,PX=k=1-p)*p, EX) = % etV(X) = 1;—2’”.
1.2. U etV ne sont pas indépendantes car pour tout k € N*, P(U = k) # 0 et pour tout l e N*, P(V=1) #0, or
pour (k, 1) € (N*)? tel quek>LP(U=kn(V=D)=0etdoncP(U=k)n(V=D)#PU=KkPV=1D.
1.3. Parla formule des probabilités totales, avec le systeme complet d’événements
(X =k))ren+, onapour €N,

+o00 +00 k
PZ=0)=) PZ=11X=kPX=k=) (l)pl(l -p*la-p*Fp.
k=1 k=1

On a, apres factorisation par les quantités ne dépendant pas de k et changement d’indice,

I+107 _ -1 +o0
PP N vy ter D (0 - p?)F
=0

PZ=D= 0
! =

) +00
On reconnait la dérivée [-ieme de f en (1 - p)?, avec f: x— Y x* = ﬁ D’ou
k=0

pl+l(l_p)l—l Al _ (1_p)l—l
I (1—(1_P)2)l+1 (2_p)l+1'

PZ=D=

2. Puis je refais I'exercice en suivant bien I’énoncé...
2.1. PourkeN,P(X=k) =Are™ BX) =V(X) = A,
2.2. U etV ne sont pas indépendantes car pour tout k € N*, P(U = k) # 0 et pour tout [ e N*, P(V=1) #0, or
pour (k, 1) € (N*)2 tel que k>LP(U=knV=D)=0etdoncP(U=k)n(V=D)#PU=kPV=1I.
2.3. Parlaformule des probabilités totales, avec le systéme complet d’événements

(X=k))gens,onapourleN,

+00 +oo ([ ; k—l)\k Y
PZ=D=) Pz=1IX=bPX=k=) | |p'a-p ' e
k=1 k=1 :

On a, apres factorisation par les quantités ne dépendant pas de k,

(Ap)le_A = (a-pnt ()\p)le_)\e(l_p);\'

Pe=b==me L =y T

Finalement, l
A
PZ=1])= %eﬂ“

et Z suit une loi de Poisson de parametre pA, résultat déja vu dans des situations similaires.

3. 3.1. @ estlinéaire par linéarité de I'intégrale et de I'évaluation en un point.
Soit f € E. Montrons que @(f) € E, i.e. que @(f) est continue sur [0, 1]. Le théoreme fondamental assure
que x — foxf(t)dt est de classe €* sur [0,1] car f est continue, donc x — foxf(t)dt est continue sur
[0,1] et par produit ¢(f) est continue sur ]0, 1]. Il reste a voir la continuité de ¢(f) en 0.
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3.2

3.3.

3.4.
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1. Pour neN, on s'intéresse a 'équation x — e~

Soit € € R} . Par continuité de f, il existe n € R} tel que pour tout y € [0, 7],
| f () — f(0)] <e.Soit x €]0,1].

1 [ 1 r*
q)(f)(x)—tp(f)(O):;fo f(t)dt—f(0)=;f0 (f()-fO)dz.

Et donc o
Iw(f)(x)—w(f)(®|<;f0 |f() - f(O)]dt.

Comme x €]0,n], pour tout ¢ € [0, x], £ € [0,n] et donc | f() — f(0)| <e. Il vient

1 X
Itp(f)(X)—tp(f)(O)ls;[O edt<e.

On a bien montré que @(f) est continue en 0 et donc elle est continue sur [0, 1].

Supposons que 0 soit dans le spectre de . Il existe f dans E, non nulle, telle que ¢(f) = 0. On a alors
f(0) =0 et pour tout x €]0,1], 1 [ f(1)d ¢ =0 ou encore [y f(r)dt = 0. On peut dériver (théoreme fon-
damental) sur ]0,1] et on a donc f(x) =0 pour tout x €]0,1]. Comme f est continue en 0, on a aussi
f(0) =0 et finalement, f =0: contradiction. Donc 0 n’est pas valeur propre de ¢.

Soit f € E telle que @(f) = f. On a vu en a. que @(f) est de classe €' sur ]0,1], donc f est de classe
%" sur ]0,1]. Pour x €]0,1], fi" f(1)dt = xf(x), en dérivant, on obtient que pour tout x €]0,1], f(x) =
f(x)+xf'(x), donc f'(x) =0: f est constante sur ]0, 1]. Par continuité, f est constante sur [0,1].

On vérifie facilement, que si f est constante, f est satisfait ¢(f) = f.

1 est bien valeur propre de ¢ et E; (¢) = Vect(1).

Soit A € R*. Soit f € E non nulle telle que @(f) = Af. On a, pour x €]0, 1],

% fox fdt=Af(x) et, comme précédemment, on peut dériver (car A non nul) et on obtient, pour tout

x€]0,1], f'(x) = 152 )‘ 1f(x) Donc il existe peIR{tel que pour tout x €]0,1], f(x) = pe 1 In0o

f possede une hmlte en 0%, donc on doit avoir = A>0,ie A€l0,1].
On a montré que le spectre de f est inclus dans |0, 1].
Réciproquement, si A €]0, 1], on vérifie que f} : x— e S ne

le spectre de .

vérifie @(f)) = A f) et donc A est bien dans

Y =n.

1.1. Montrer qu’il existe une unique solution x, € R.

1.2. Montrer que x, € [n,n+1].

1.3. Donner un équivalent de x,, — n lorsque n tend vers +oo.

2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. On se donne u un endomorphisme de rang 1.
Montrer que u est diagonalisable si et seulement si tr(u) # 0.

SOLUTION

1.2.

1.3.

fn i x— x—e " est dérivable sur R et sa dérivée est x — 1+ e ¥ qui est strictement positive sur R. f;,
est donc strictement croissante sur R. Sa limite en +oo est +oco et sa limite en —oco est —oo, comme elle
est continue sur R, elle réalise une bijection de R sur R. n possede donc un unique antécédent sur R :
I'équation donnée possede une unique solution sur R.

fn(n) =n—e" < n, par croissance de f;,, n < x,,.

fnn+1)=n+1- e~ (D 5 pet par croissance de f;, n+1= x,.

On abien, x, € [n,n+1].

X, = n donne x;, diverge vers +oo lorsque n tend vers +oo. Or x, = n+ e~ . Comme e ** tend vers 0,
on peut écrire x,, = n+ o(1). On a alors, x, — n = e~ "1 = =70 Or ¢°) converge vers 1 lorsque n

tend vers +oo, donc x,—n ~ e "
n—+oo
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2. On choisit une base adaptée a u : i.e. les n — 1 premiers vecteurs sont dans le noyau de u. (Le théoreme du
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rang donne que ce noyau est de dimension n—1). La matrice représentative de u dans cette base 28 est alors

o --- 0 (041

o --- 0 Ay
On a alors tr(u) = ay,.
Siay, #0,i.e. tr(u) #0, alors X, = X" (X —ay,). le spectre de u est donc formé de 0 et de «, et le sous-espace
propre associé a 0 est de dimension n—1 et celui associé a a;, est de dimension 1 :la somme des dimensions
est n, u est diagonalisable.

Si o, = 0, i.e.tr(u) = 0, alors x, = X", 0 est la seule valeur propre de u et son sous-espace propre est de
dimension n -1 < n, donc u n’est pas diagonalisable.

1. Pour n e N*, on définit la fonction f,, sur R* par:

xn

x>0, S S
X20 a0 = e e

1.1. Etudierla convergence simple de la suite de fonctions (f;,) sen-
1.2. FEtudier la suite de terme général fol fn(x) dx.
1.3. Etudier la convergence de la série de fonctions ¥, _; fy.

On note S la somme de la série sur le domaine de convergence simple.

1.4. Trouver une relation entre S(x) et S(1/x) pour x €]0, 1].
1.5. Etudier la continuité de S.
1.6. Trouver la limite de S en +oo.

2. SoitA=

a b ¢
0 1 d|ou(abcd eR.
0 0 2

A quelle(s) condition(s) A est-elle diagonalisable?

SOLUTION

1.

1.1. Ona f,(0)=0—0.
Si x €]0,1[, fu(x) ~ L — 0.
fn) =55 —0.
Six>1, fu(x) ~ =5 —0.
La suite (f,) converge donc simplement sur R* vers 0.
1.2. On pourrait appliquer le théoreme de convergence dominée mais il est aussi simple de majorer gros-

sierement. On a
1 lxn 1
0< xdxsf —dx=—————0
fo In() 0o n? n?(n+1)

La suite proposée est donc convergente de limite nulle.

1.3. Ona f,(0) =0 qui est le terme général d'une série absolument convergente.
Six €]0,1], fr(x) ~ 2—; = 0(1/n?) est le terme général d'une série absolument convergente.
fn) = # est le terme général d'une série absolument convergente.
Six>1, f(x) ~ ﬁ = 0(1/n?) est le terme général d’'une série absolument convergente.
S est ainsi définie sur R™.

1.4. Soit x€]0,1].On a

1/x" x"

1 = =
Fn 0 = S ) T @D

= fn (x)
On en déduit que

Vxe€]0,1], S (l) =S(x)
X
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1.5. Les fonctions f;, sont continues sur R*. De plus, comme % est plus petit que x"* et donc que 1 pour
x € [0, 1] et plus petit que ;T,; = # et donc que 1 pour x = 1, on en déduit que

1
”fn”oo < ﬁ

Ainsi, Y (f,,) converge normalement sur R*. Par théoréme de continuité, on a donc
SneC'®RY)

1.6. On peut conclure de deux facons.
La convergence normale au voisinage de +oo permet d’'utiliser le théoréme de double limite. Comme
chaque f, est de limite nulle en +oo, il en est de méme pour S.
Comme S(x) =S(1/x), la continuité de S en 0 donne S(x) — S(0) = 0 quand x — +oo.
2. Comme les sous-espaces propres sont en somme directe, une matrice de taille 3 ayant trois valeurs propres
distinctes est diagonalisable (avec des sous-espaces propres de dimension 1). Par ailleurs, les valeurs propres
d’une matrice triangulaire se lisent sur la diagonale. On distingue donc trois cas.

- Sia¢{1,2}, A est diagonalisable (trois valeurs propres distinctes).
- Sia=1alors 1 est valeur propre de multiplicité 2 et 2 est valeur propre de multiplicité 1. A est diagona-
lisable si et seulement si Ker(A —I3) est de dimension 2, c’est a dire A —13 de rang 1. Or,

0 b c
A-I;3=|0 0 d
0 0 1

A est donc diagonalisable ssi b = 0.
- Sia=2alors 1 est valeur propre de multiplicité 1 et 2 est valeur propre de multiplicité 2. A est diagona-
lisable si et seulement si Ker(A — 2I3) est de dimension 2, c’est a dire A — 213 de rang 1. Or,

0 b ¢
A-2I3=|0 -1 d
0O 0 O

A est donc diagonalisable ssiles deux derniéeres colonnes sont liées i.e. ssi bd + ¢ = 0.

Ainsi A est diagonalisable ssia ¢ {1,2} ou(a=1,b=0)ou (a=2,bd +c=0).

mems PLANCHE A42 === CCINP 2017

1. Pour x € R, on pose, lorsque cela a un sens :

+00 o IX
foo = / " 4
0

et—-1
1.1. Déterminer le domaine de définition de f.
1.2. Calculer limy_. ;o f(x).
1.3. Soit x € R tel que x — 1 soit dans le domaine de f. Calculer f(x—1) — f(x).
1.4. En déduire que f s’écrit comme la somme d’une série de fonctions.
1.5. Donner une autre méthode pour retrouver le résultat de la question précédente.

2. Soit (Q, </, P) un espace probabilisé. On se donne n € N* et (Ag)1<k<n Une famille d’événements. Montrer :

n

n
P(U Ag
k=1

<) PAp < P( Ak) +(n-1).
k=1 1

k=

SOLUTION
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1. 1.1. Soit x € R. La fonction g : £ — &=
el—-1

intégrable sur ]0, 1]. Elle est équivalente en +oco a ¢ — te G+ Gj x> 1, tzg(t) tend vers 0 en +oo par
croissances comparées et donc g est intégrable sur [1, +oo[ par comparaison a ¢ — %2 Six<-1,alors g
diverge vers +oo en +oo et 1 = 0(g) et par comparaison a ¢ — 1 qui n’est pas intégrable en +oo, g ne l'est
pas non plus.
g est donc définie sur ] — 1, +ool.

1.2. Soit (x,) une suite divergeant vers +oo.
Pour n€N, onpose g, : t — tst_ixl" . &y est continue sur R* .
(gn) converge simplement vers 0 qui est une fonction continue sur R .
X, est plus grand que 1 a partir d’un certain rang ny. Par ailleurs, pour ¢ > 0, e’ > 1+ ¢ et donc
On a alors pourn=npett>0,

est continue sur R}. Elle est équivalente a 1 — 1 en 0 et donc g est

<1.

t
el-1

—Ix
te .

<

el—1
Comme ¢ — e~ ! est intégrable sur R*, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée : f(x,)
converge vers 0. Par caractérisation séquentielle de la limite, f(x) converge vers 0 lorsque x tend vers
+00.

1.3. Pour x > 0, par linéarité de I'intégrale

0<

+o0o

f(x—l)—f(x):f te ™dr.
0

. 2 . . —t . . .
Par intégration par parties. t — tet t — % sont de classe € sur R* et leur produit est de limites nulles
en 0 et en +oo. Les deux intégrales suivantes sont alors de méme nature et comme la premiére converge,
les deux convergent et elles sont opposées :

+00 +00 e—l‘x
f te‘”dt:—f dt.
0 0 —X

Onadonc f(x—1)— f(x) = #
1.4. Onaalorspour x> -1, f(x)— f(x+1) = m etpourtoutneN, f'(x+ n).—f(xfn+ 1= (x+n+12 Puisque
f(x+n) converge vers 0 lorsque n tend vers +oo, par transformation suite série, Y f(x+n) — f(x+n+1)
converge et sa somme est f(x) : on a alors

+o0 1 +o00 1
(x) = = .
! ,;0 (n+1+x)? ,;1 (n+x)?
+0o +00
1.5. Pour >0, on peut écrire A5 =e ;= =e' ¥ e = ¥ e " Onaalors pour x > -1
n=0 n=1
+00 +00
fo= Y tem Mgy,
0 n=1

On intervertit alors la somme et 'intégrale. Pour n € N*, on pose hy, : t — te”**%,

Chaque h,, est continue sur R} et intégrable (prolongeable par continuité en 0 et par comparaison a

t— tiz en +oo).

te”*

el-1
— [too - t _ 1 P . .
Pour ne N*, Un = Jo Zte (”“".) d/t = w2 Par intégration par parties et donc Y u, converge. On peut
donc intervertir la somme et 'intégrale et

Y. h, converge simplement vers ¢ — , continue sur R}.

+00 1
I0= L e

On retrouve bien le résultat de la question précédente.
2. Montrons le résultat pour deux événements A et B.

P(AuB)=P(A)+PB)—-P(AnB)
et donc on a bien, puisque 0 < P(ANB)

P(AUB) <P(A)+P(B)
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etcomme P(AUB) <1,

PA)+PB)-P(AnB) <1
ie.

P(A)+PB)<P(AnB)+1.
On montre alors le résultat par récurrence sur n € N*.
Linitialisation est évidente.

n
Soit n un entier tel que le résultat soit vrai. Soient (Ag)1<k<n+1 Une famille d’événements. On pose A= U A
k=1
et B=A,41.Alors le cas de deux parties étudié au début donne

n+l

U Ax
k=1

p <P(A)+P(B)

n
et par hypothése de récurrence P(A) < Y P(Af). On a donc bien
k=1

n+l

U Ax
k=1

P

n
< 2: P(f\kl
k=1

Par hypothese de récurrence
n+1

Y PAR <P
k=1

+n—-1+PAu41).

n
Ak
k=1

n
On pose maintenant A’ = (] A, et B’ = An + 1. Létude pour deux parties faite au début donne P(A") +P(B') <

k=1
P(A'nB’)+1 etdonc
n+1 n+1
Y PAR<P|[)Ak|+n-1+1.
k=1 k=1

On a bien ce qu’on veut.

memsss  PLANCHE A43 === CCINP 2017

1. Onnote o =In(l+v2)et, pour tout entier naturel n € N, on pose :

(04
I, =f (sh()™dt
0

1.1. Résoudre sh(x) =1 surR.
1.2. Déterminer la limite de I, quand n — +oco.
1.3. Montrer que:

VxeR, ch(x)?-sh(x)?=1
Prouver alors que :
Yn=2, nlp+n-DI=v2
Trouver un encadrement de I,, puis un équivalent de I,, quand n — +oo.
2. Soit M € ./, (R) telle que MM ™M =1,,.

2.1. Montrer que M est symétrique.
2.2. Déterminer toutes les matrices M vérifiant MMM =1,,.

SOLUTION

1. Onrappelle que

X -X X -X
—e

+
Vx€eR, ch(x) = % et sh(x) = eT
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mess PLANCHE A44 === CCINP 2017

1.

1.1.

1.2.

1.3.

sh est strictement croissante sur R (de dérivée ch(x) > 0) et continue. Elle réalise une bijection de R
dans sh(R) = R et 'équation proposée a une unique solution x. En posant y = e*, ona y — % =2etdonc

y? =2y +1=0. y est donc I'unique solution > 0 de cette équation : y = 1 + /2. Finalement, la solution
cherchée est x = a.

Par stricte croissance de sh, on a V¢ € [0,al, sh(?) € [0,sh(a)[= [0,1[. On en déduit qu'en posant f, :
t — sh(#)", on a une suite de fonctions qui converge simplement sur [0, «[ vers la fonction nulle. Les
[ ainsi que la limite simple sont continues que [0,af. Enfin, on a | f;| < 1 sur [0,«[ ce qui nous donne
une fonction dominatrice intégrable (continue sur le segment). Le théoréme de convergence dominée
s’applique et indique que

i1, =0
On utilise les formules rappelées au début :
1
ch(x) —sh(x)? = h ((e*+e™™?—(e*-e™?) =1

On effectue une intégration par parties dans I,, (en primitivant sh et en dérivant sh’~!). Les fonctions
mises en jeu étant toute de classe C* sur le segment, il n'y a aucun probléme. On obtient

In

04
[sh(n™'ch(t)], - (n— 1)[ sh(t)" *ch(1)? dt
0

ch(@ - (n—-1)Ip-1+1p)

Comme ch est a valeurs positives, ch(a) = \/m =+/2. On a ainsi montré que
V=2, nl,+n-Dl0=v2

Comme sh(#) pour £ € [0,a], on a (I,;) qui décroit. On en déduit que

@n-DI,<vV2<@2n-Dl,

et donc
V2 V2
<[, <

2n+3 T2n-1

Majorant et minorant étant équivalents a ﬁ, ona

1
o s

2. En passant au déterminant, on obtient que det(M)® = 1 et M est donc inversible. On a alors

M~ =MMT

ce qui montre que M~! est symétrique. M I'est alors aussi etona M> =1,,. X* =1 = (X = 1)(X? + X + 1) annule
M et les valeurs propres de M sont donc racines de X® — 1. On en déduit que 1 est la seule valeur propre réelle
de M.

Or, M est R-diagonalisable (puisque symétrique réelle) et on a donc M = I, (seule matrice diagonalisable
dont 1 est la seule valeur propre). Réciproquement, I,, vérifie bien les conditions imposées. I,, est donc la
seule matrice convenable.

On étudie I'intégrale I suivante :

1.1

fl t(In(1))?
0 2(1-1)2

Montrer que I converge.
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1.2. Donner le DSE de x — 1/(1 — x)2. En déduire que :

+00 1 +00

=Y =-%Y —

2
n=17 n=17

2. Soient E un K—espace vectoriel et f € Z(E) un endomorphisme de E. On suppose qu'il existe un polynéme P
annulant f tel que P(0) =0 et P’(0) #0.
Montrer que E = Ker(f) @ Im(f) quand E est de dimension finie puis dans le cas général.

SOLUTION

1.

2
1.1. f:t— % est continue sur ]0, 1[ et on a des problémes aux voisinages de 0 et de 1.

Au voisinage de 0, f(¢) ~ t(n()2/2 — 0 et [ est prolongeable par continuité.
2
Auvoisinage de 1, f(¢) ~ 2(:1_ _12)2 — 1/2 et f est prolongeable par continuité.
[ estainsi intégrable sur ]0, 1[ et I existe.
1.2. Onconnaitle DSE de ﬁ et on sait que I’on peut dériver terme a terme sur l'intervalle ouvert de conver-

gence :

Vxel-1,1 (1 x)2 Z nx"

n=1

On en déduit que

I:[ an(t)dt avec fn(l‘)zﬁlnz(t)t”
0 n=1 2

Par définition, Y (f;;) converge simplement sur ]0,1[ et sa somme simple est continue. Pour pouvoir
intervertir somme et intégrable, il suffit de montrer que f,, est intégrable et que fol | fnl est le terme
général d'une série convergente. L'intégrabilité est acquise car f est continue sur 0, 1] et prolongeable
par continuité en 0 (valeur 0). Une intégration par parties donne (on vérifie pendant qu’on la fait qu’elle
est licite en montrant que les quantités écrites existent)

flfn [2( In?(£) "}

Le crochet est nul. On refait alors une IPP (idem)

. 1 n Ybw,o_ n 1  n
f'f” (n+l)2[t ln(t)]°+(n+1)2fo ! dt_(n+1)3_(n+1)2 (n+1)3

On obtient bien le terme général d'une série convergente et ainsi

1=§1f01fn=§

n=1

1 1
—Lf t"In(0) dt
0 n+1Jo

1 3 n
n+1)2 (m+1)3

En ajoutant le terme d’indice 0 (qui est nul) et par changement d’'indice, on obtient le résultat demandé.

Par hypothese, il existe des scalaires ay, ..., a, tels que P = a1 X+- - -+ a, X" avec a; # 0. Soit y € Ker(f)nIm(f);
il existe un vecteur x tel que y = f(x) eton a f(y) = 0. Traduisons P(f)(x) =

n n
fo=-Y ﬂfk(x)z_z Gk k=13 — ¢
=2 1 =2 A1

on en déduit que y = f(x) = 0 et que Ker(f) et Im(f) sont en somme directe. Si E est de dimension finie,
I'exercice est terminé (par dimension et avec le théoréme du rang). Dans le cas général, on décompose un
élément x € E sous la forme

1
x= Zakfk l(x)——Zakf’“ lwo=y+f __Zakfk 2(x)
a1 =1 5y a1 =

=z

ce qui montre que x € Ker(f) +Im(f) (z existe bien : la somme débute a k =2; f(y) = 0 découle de P(f)(x) =
0).
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memss  PLANCHE A45 === CCINP 2017

1.

Donner la nature de la série de terme général u,, =In(2n+ (-1)") —In(2n).

2. Soit E un R-espace vectoriel de dimension 7 € N*. On se donne f € £ (E) un endomorphisme de E et A1,...,A,
les valeurs propres deux a deux distinctes de f.

2.1. Onnote @:P— (P(Ay),...,P(A;)). Montrer que ¢ est un isomorphisme de R,,_; [X] dans R”.

2.2. Soit ge Z(E) telque go f = f o g. Montrer que tout vecteur propre de f est vecteur propre de g.
En déduire une base de E constituée de vecteurs propres communs a f et g.

2.3. En déduire l'existence et I'unicité d'un polynéme de R,_; [X] tel que g = P(f).
2.4. Montrer que € (f) ={ge Z(E), go f = f o g} est un sous-espace vectoriel de £ (E).
Déterminer sa dimension.

SoLUTION

memsss  PLANCHE A46 === CCINP 2017

1.

1. Toutd’abord, u, estbien défini pour tout n € N, car pour n=0,2n+(-1)"=1>0etpour n e N*, 2n+(-1)" =

2n—

1>0.0napourneN*, u, =In (1 + %) Par développement limité

1
n

avec v, =0 (—2) et donc ) v, converge absolument par comparaison.

— n 2 PN 2 . N . 2. z
Or). % converge par le théoreme spécial a certaines séries alternées.
Y u, converge donc par linéarité.

2.2.1.

2.2.

2.3.

24.

@ est clairement linéaire et les dimensions des espaces de départ et d’arrivée sont identiques (égales
a n). Il suffit donc de montrer que ¢ est injectif. On cherche donc son noyau. Soit P dans le noyau de
@.On aalors P(A;) =0 pouri =1,...,n: P posséde n racines deux a deux distinctes et P est de degré
inférieur ou égal a n — 1, P est nul. ¢ est bien injectif et donc bijectif.

[ possede n valeurs propres deux a deux distinctes : f est diagonalisable et les sous-espaces propres de
[ sont de dimension 1. Par ailleurs, g commutant avec f, ces sous-espaces propres sont stables par g.
Soit (e;)1<i<n une base de E constituée de vecteurs propres de f (f(e;) = Aje; pour i = 1,...,n). Soit
i €[1,n]. Ey,(f) = Vect(e;) est stable par g, donc il existe p; € R tel que g(e;) = p;e; : (e;)1<i<n €St une
base de E, aussi constituée de vecteurs propres de g.

Les matrices représentatives dans (e;)1<i<n, de f et g sont D = diag(Ay,...,A,) et A = diag(yy,..., Hn)
respectivement. Pour P € R, [X], g = P(f) si et seulement si A = P(D), i.e. si et seulement si p; = P(A;)
pouri=1,...,n, ouencore (Uj,..., ;) = @(P). On a donc existence et unicité de P par la bijectivité de ¢.
% (f) est bien une partie de Z(E), non vide (f € €(f)) et stable par combinaison linéaire : € (f) est bien
un sous-espace vectoriel de Z (E).

La question précédente établi un isomorphisme entre € (f) et R,_;[X] et donc € (f) est de dimension
n.

Soit n = 2 un entier. On introduit A € .4, 1 (R) avec A # 0 et on pose B = AAT.

1.1. Montrer que B est diagonalisable.

1.2. Déterminer le rang de B.

1.3. Trouver les éléments propres de B.

Soient (ay) ,en €t (by) nen deux suites réelles telles que ag =1 et by = 0 et pour tout n €N :

any1 = —an—2by
bn+1 = 3an+4bn

2.1. Calculer, pour n €N, les quantités a1 + b,+1 et 3a,+1 +2b,41 puis expliciter a, et by,.

59



an by sz .
2.2. Trouver les rayons de convergence de Z —'x” et Z —'x”, puis déterminer leurs sommes.
n=0 1 n=0 1-

SOLUTION

1. 1.1. B2=oaBaveca=ATA= f a?, ol on anoté (a;) les éléments de A. Comme A est non nulle, a # 0 et donc
le polynéme P = X(X - oz) ;nnule B et c’est un polyndme scindé a racines simples : B est diagonalisable.
1.2. rg(B) = 1 car toutes les colonnes de B sont proportionnelles a A et elles ne sont pas toutes nulles (A # 0).
1.3. Comme P = X(X — a) annule B, les seules valeurs propres possibles de B sont 0 et a.
Avec la question précédente et le théoreme du rang, 0 est valeur propre de B et la dimension de son
sous-espace propre est n— 1.
Comme B est diagonalisable, a est valeur propre de B et le sous-espace propre de B associé a o est une
droite vectorielle.
On remarque que BA = aA, donc Ey(B) = Vect(A).
Pour le sous -espace propre associé a la valeur propre 0, i.e. le noyau de B, X = (x;---x,)" est dans le
noyau de B si et seulement si i a;x; = 0. On en a donc une équation cartésienne. Il s’agit bien d'un
i=1
hyperplan car les a; ne sont pals tous nuls.
2.2.1. PourneN, api1+ by =2(a, + by) et 3ay41 +2by+y = 3a, + 2by,. La suite (a, + by,) est une suite géo-
meétrique de raison 2 et la suite (3a,, +2b;,;) est constante. On déduit donc que pour tout 7 € N :

a,+b, = 2"
3a, +2by, 3

On soustrait deux fois la premiére ligne a la deuxiéme, il vient a,, = 3—2"*!. On déduit donc ensuite que
b, =32"-1).

z . . n
2.2. |ayl - 27+ e rayon de convergence cherché est donc aussi celui de ). 2
n—+00

= x". On reconnait une série

exponentielle : son rayon de convergence est donc +oo (on peut le retrouver par la regle de d’Alembert

appliquée a la série de terme général ). (2,’;!) pour x #0).

Deméme b, ~ 32" etcomme précédemment, le rayon de convergence cherché est +oo.
I o0

1—+

Pourxe R, +00 an +o0o 3_2n+1 +00 x" +o00 (Zx)n
S =) —x"=) ——x"=3) —-2) —— =3e* — 2",
n=0 n! n=0 n! n=0 n! n=0 n!
Pour e R, +00 bn +00 3(211 _ 1) +00 (zx)n + xn
Tx) =) —x"=) ——=x"=3) —3) = =3¢ -3¢".
n=0 n! n=0 n! n=0 n! n=0 n!

wessss  PLANCHE A47 === CCINP 2017

1. On définit une fonction F en posant, 1a ou1 cela a un sens :

+ool_e—xt2
F(x) = ——dt
(x) [) p

On donne f;®e " dt = @

1.1. Donner le domaine de définition de F.
1.2. Montrer que F est dérivable sur R} .
1.3. Déterminer une expression de F sur son domaine de définition.

b

d

) € 4> (R), on note p(M) = (—ba _Cd).

. a
2. Pour toute matrice M = (c

2.1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de .4, (R).
2.2. Montrer que toute valeur propre de ¢ est de carré égal a 1.
2.3. Conclure sur le caractere diagonalisable de ¢. Donner les éléments propres.
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SOLUTION

1.

1.1.

1.2.

1.3.

. 2.1

2.2.

. - t2 . . 2.2
Soit x€R. gy : 1 etzx est continue sur R**, prolongeable par continuité en 0 par la valeur x.

Si x <0 alors gy est de limite —oo en +oo et n'est donc pas intégrable.

Si x >0 alors g (#) ~ # au voisinage de +oo ce qui donne 'intégrabilité.
Si x = 0 alors gx est nulle et donc intégrable.

Finalement, F est définie sur R*.

On veut utiliser le théoréme de régularité des intégrales a parametres.

- rz . 2z
- Vx>0, t— 1—e[2x est intégrable sur R*.

_ —xtz P 2
- Vt>0, x— L 6[2 est de classe C! sur R** de dérivée x — e,

- Vx>0, t— e"”2 est continue sur R,
- VYa, bl cR**, ¥x € [a,b], VI >0, Ie‘”‘zl < e‘m2 et le majorant est intégrable sur R* (continu et
dominé par 1/¢? au voisinage de +oo par croissances comparées puisque a > 0).
Le théoreme donne F € C1(R**) et

+o0
Vx>0, F(x) =f e dy
0

Le changement de variable u = \/xt donne

Vx>0, F(x)= ! /ooe_”zdu—
' ~VxJo S 2yx
11 existe donc ¢ > 0 tel que
Vx>0, F(x)=c+vnx

Pour déterminer la valeur de la constante, on voudrait faire tendre x vers 0. On a donc besoin de la
continuité de F en 0. Il suffirait pour cela de pouvoir appliquer le théoréme de continuité des intégrales
a parametres pour x € [0, 1]. La seule hypothése qui pose probleme est la domination. Par une étude de
fonction (ou un argument de concavité), on remarque que Yu =0, 1 —e % < u. On a alors

_ xt? x sits<l1 1 sir<l1
Vxel[0,1], V>0, s{l s{l =@(1)

? sinon ? sinon

tZ

@ est intégrable sur R* et on a donc continuité de F sur [0,1]. Comme F(0) = 0, le passage a la limite
évoqué plus haut donne ¢ =0 et donc
Vx>0, F(x)=vnx

Il estimmeédiat que @(AM+N) = A@(M) +@(N) et donc que ¢ estlinéaire. C’est ainsi un endomorphisme
de 4, (R).

On voit facilement que ¢ o ¢ = Id. Ainsi, ¢ est une involution linéaire, c’est a dire une symétrie. Pour
détailler les questions, X2 — 1 annule ¢ et toute valeur propre de ¢ est donc racine de ce polynome, c’est
a dire est de carré égal a 1.

2.3. X? -1 étant scindé simple, ¢ est diagonalisable. Les sous-espaces propres sont

E1(¢p) =Vect(Ey 2 +EB21), E_1(¢p) = Vect(Eq,1,E22,E12—E21)

Les inclusion réciproques sont de simples vérifications et on a les égalités par dimension puisque l'on sait
que la somme des dimensions des sous-espaces propres vaut 4.

1.

Soit p €]0, 1[. Pour k € N*, on pose pi = k(1 - p)k~1p2.

1.1. Montrer que (pg)xen+ définit une loi de probabilité.
1.2. Soit X une variable aléatoire telle que P(X = k) = py.

Calculer EX-1), E(X-1)(X-2)), EX) et V(X).
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2. Existe-t-il A € /5(R) telle que Tr(A) = 0 et A + AT =132

SoLUTION

1.

1.1. Onsait que (somme d'une série géométrique et dérivation d'une série entiere)

o0
1
Vxel-1,1], et kxk-1=
]é) — Z = 1=x2

En particulier,
5 s
Pk=P —>5 =
=1 pz

Les pj sont positifs et de somme 1 et définissent donc une loi de probabilité.
1.2. Pour tout i, k py. est le terme général d’'une série convergente (négligeable devant 1/k? par croissances
comparées et puisque (1 — p) €]0,1[). X admet donc des moments a tout ordre. Par formule de transfert,

EX-1)=)Y (k=Dpr=p*Y (k—=Dk( - p)F!
k=1 k=1

En redérivant la série entiere de la question précédente,

2
k-2 _
Z k(k—1)x =7
Z k(k-1)(k-2)x*3 = 2
= (1-x)4
On en déduit que
2 2(1-p)
EX-1) =p?’(1l-p)— =
p p s )
De méme, )
x 6 6(1-
E(X-1DX-2)=) (k-2)(k-Dpi= P —p)2—4 = (—Zp)
k=1 p p
On conclut que
B =EX-D+1=20"P 4y 2;’7

VX) = EX?-EX)?
= B(X-1)(X-2)+3X-2)-EX)?

= E(X-DX-2)+3EX) -2-EX)*
2d-p
P2

2. Supposons (analyse) que A convienne. On a alors A = I3 — (AT)? et donc

A=I3— (35— A%?=2A% - A*

AinsiP=X*-2X2 + X =X(X3 - 2X+1) =X(X - 1)(X? + X — 1) annule A. Si A est une valeur propre de A alors il
existe un vecteur propre associé E et on a AKE = A\FE pour tout k € N (récurrence) et donc 0 = P(A)E =P(ME
(combinaisons linéaires). Comme E # 0 (vecteur propre), on en déduit que P(A) =

Le discriminant de X?> + X — 1 est > 0 et P posséde 4 racines réelles qui sont simples (0 et 1 ne sont pas
racine de X? + X — 1). Ainsi P est scindé simple. A est donc diagonalisable. Notons a, b, ¢ ses valeurs propres
(éventuellement égales). On a a+b+c = Tr(A) = 0, on en déduit que a+b+c = 0. La seule facon de choisir trois

éléments parmi 0, 1, —14_5\/§ (éventuellement égaux) de facon a avoir une somme nulle est de choisir les trois
nombres 1, =15 ‘[ 1+‘/§ . A est donc semblable a diag(1, _1_‘/3 _”‘/5) AT =13 — A? est alors semblable a
dlag(O, 7, - —) etn’est pas inversible. Ceci est impossible car A (etdonc AT) est inversible (0 n’est pas valeur
propre de A).
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1. Soit A € 4, (R) dont tous les coefficients valent 1 sauf ceux sur la diagonale qui sont nuls.

1.1. Aest-elle diagonalisable?
1.2. Calculer (A +1,)2.
1.3. Montrer que si P est un polynéme annulateur de A alors P(A) = 0 pour toute valeur propre A de A.

1.4. Donner les valeurs propres possibles pour A.

1.5. Donner celles qui sont effectivement valeurs propres.

2. Soit E un espace euclidien. On se donne a et b deux vecteurs de E non colinéaires. On définit u € £ (E) par:

Vx€E, u(x) =(alx)b+ (b|x)a

2.1. Déterminer I'image et le noyau de u.

2.2. Calculer le polyndme caractéristique de u et donner les valeurs propres de u.

2.3. Lendomorphisme u est-il symétrique?

SOLUTION

1. 1.1
1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

A est diagonalisable puisque symétrique réelle.
J = A+1, atous ses coefficients égaux a 1 et J?> = nJ. On a donc

A+1,)°=nA+1,)

Notons P = Zi:o aXF. Soit A une valeur propre de A et e un vecteur propre associé. On a Ae = Ae et par
récurrence simple
VkeN, AFe=2\ke

En combinant linéairement ces relations, on obtient
d d
PAe= Y aAfe= Y arAFe=P\e
k=0 k=0

Si P annule A, on obtient P(A)e = 0 et comme e n’est pas le vecteur nul (c’est un vecteur propre), on a
P(A) =0.
Ici, X+ 1)2—nX+1) = X+ 1)X-(n-1)) annule A et donc

Sp(A)c{-1,n—-1}

(1,...,1) est propre associé a n— 1 et n — 1 est bien valeur propre.
(1,-1,0...,0),(1,0,-1,0,...,0),...,(1,0,...,0,—1) sont propres asscociés a —1 et —1 est valeur propre.
Comme les sous-espaces propres sont en somme directe, un raisonnement par dimension donne méme

E;-1(A) = Vect((1,...,1))
E_1(A) =Vect((1,-1,0...,0),(1,0,-1,0,...,0),...,(1,0,...,0,—-1))

Notons P le plan engendré par a et b.
Recherchons d’abord le noyau de u. Soit x € E. La famille (a, b) étant libre,

xeKer(u) < (alx)=0=(b|x).

Donc Ker(u) = PL.

P étant un plan, si on note n la dimension de E, alors le noyau de u est de dimension n — 2. Par le théo-
reme du rang, 'image de u est de dimension 2. On a clairement Im(#) < P. On en déduit par dimension
que Im(u) =P.

On a donc le noyau et I'image de u supplémentaires orthogonaux.
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2.2.

2.3.

s PLANCHE A50 === CCINP 2017

On note £ la concaténée d'une base du noyau de u et de (a, b) qui est une base de P. La matrice repré-
sentative de u dans cette base est

0 0 0

0 (alb) bI?

0 lal* (alb)

le zéro en haut a gauche étant un bloc de taille 7 — 2. On en déduit que
Xu=X""2 (X~ (alb)® - lal*|bI*).
Les racines de (X - (alb))? - ||al?| b|* sont
Ay =(alb) + llal lIbll et  Az=(alb)—lal lbl.

A1 et A2 ne sont pas nulles car sinon, |(a|b)| = ||all ||b] et par le cas d’égalité de I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, (a, b) serait liée, ce qui n’est pas. a et b étant non nuls, A; et A, sont distinctes.
Les valeurs propres de u sont donc 0, de multiplicité n—2 et A; et Ay, de multiplicité 1.

Soient x et y dans E.

(u(x)y) = ((alx)b+blx)a)ly)
= (alx)(bly) + (blx)(aly).
De méme
(xlu(y) = &l(aly)b+ (bly)a)

(xIb)(aly) + (xla)(bly).

La symétrie du produit scalaire donne bien (u(x)|y) = (x|u(y)) : u est symétrique.

1. Résoudre I'équation différentielle y” + y = y(0) cos x.

2. Onfixe n =2 et on considére f '’endomorphisme de R” canoniquement associé a la matrice

1 0 - 0 O

1 0 -~ 0 1
A=l

1 0 0

0 0 0 1

2.1. QuelestlerangdeA?
2.2. Quevautlarang de A®?

2.3. Montrer que le noyau et 'image de f sont supplémentaires.

2.4. Montrer qu'il existe une matrice B € .#>(R) et 2 une base de R"” dans laquelle f est représenté par la
matrice par blocs :

o »)

2.5. Montrer que B est inversible.
2.6. Calculer Tr(B), Tr(B?).
2.7. Donner le spectre de B. Lendomorphisme f est-il diagonalisable?

SOLUTION
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1. Soit f une solution de I'équation. f est de classe €*(R) sur R. En posant a = y(0) € R, f est solution de
I'équation
B  y'+y=acosx.
On résout d’abord I'équation homogene associée : 'ensemble des solutions est le plan vectoriel engendré
par cos et sin.
On cherche ensuite une solution particuliere de

E) Y +y=aexp(ix).

Sa partie réelle sera une solution particuliere de (E). Comme i est solution de 1'équation caractéristique
on cherche une solution de la forme x — axe'*. On trouve, en injectant dans I'équation, a = % et donc
x+— %Fsinx est solution particuliére de (E). Les solutions de (E) sont donc de la forme x+— Acosx +Bsinx +
5t sinx, avec A et B réels.

Il existe donc A et B réels tels que pour tout x € R,

ax
f(x)=Acosx+Bsinx+ 7sinx.

f(0) =adonne A =a. f estalors de la forme x — Acosx + Bsinx + % sinx.
Vérifions que toutes les fonctions fap : x — Acosx+Bsinx + % sin x sont solutions du probléme posé, avec
A et B deux réels.
Le calcul donne, pour x € R, f"(x) + f(x) = Acosx, f”(0)=0et A= f(0). fap est bien solution du probléeme.
2. 2.1. Toutes les colonnes, sauf la premiere et la derniere sont nulles, donc rg(A) < 2. Comme la premiere et la
derniere colonnes ne sont pas colinéaires, rg(A) = 2.
2.2. A% =A donc A? est aussi de rang 2.
2.3. Parlethéoréme durang, il suffit de montrer que le noyau et 'image de f sont en somme directe, i.e. que
leur intersection est réduite au singleton 0. Soit x = (x3,...,x,) dans cette intersection. f(x) = 0 donne
X1 = X, = 0. Mais il existe t = (f1,..., t,) tel que x = f(¢) et donc

I3l = X1
h+t, = X2
nh+ty, = Xp-1

tn = Xn

Il vient alors f; = t, =0 etdonc xp =--- = x;,—; = 0. On a bien x = 0.

2.4. On choisit une base adaptée a la décomposition R” = Ker(f)® Im(f). Les n—2 premiéres colonnes sont
donc nulles (par le théoréeme du rang et la premiére question, le noyau de f est bien de dimension n—2).
Les images des deux derniers vecteurs de la base étant dans I'image de f, on a bien la forme voulue pour
la matrice représentative de f dans cette base.

2.5. A étant de rang 2 et étant semblable a la matrice obtenue a la question précédente, B est de rang 2.
Comme elle est carrée de taille 2, elle est inversible.

2.6. La trace étant un invariant de similitude, Tr(B) = Tr(A) = 2. De méme, B? est semblable a2 A%2 = A, donc
Tr(B) = 2.

2.7. Besttrigonalisable dans .#>(C). Notons A et p ses valeurs propres (elles sont peut-étre égales). La ques-
tion précédente donne A + p = 2 et A> + u? = 2. u = 2 — A et en injectant dans la deuxiéme équation, on
trouve A = 1 et donc p = 1. Le spectre de B est donc le singleton {1}.

A? = A donne B? = B. B posséde un polynome annulateur scindé a racine simple, B est diagonalisable.
Comme son spectre est réduit a 1, B est semblable a I, et donc B =1,.

Remarque : dés la deuxiéme question, puisque A? = A, on sait que A est un projecteur et que A est dia-
gonalisable, donc f aussi et qu'on peut trouver une matrice représentative diagonale, avec des 0 est des
1 sur la diagonale. Le nombre de 1 est donné par le rang de f (ou sa trace, ce qui, pour un projecteur,
est la méme chose).
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1. Soit P un polynéme 2 coefficients réels. Pour n € N, on pose u, = (n* + n?)!/4 - p(n)1/3.
Donner une condition nécessaire et suffisante sur P pour que la série }_ ,_, 1, converge.

2. Dans la suite, on travaille dans le R—espace vectoriel E = R[X].

2.1. Pour P et Q deux polynémes de R[X], on pose :

+00
Pl1Q) =f0 P()Q(t)e "'dt

Prouver que (-|-) est un produit scalaire sur E.
2.2. Calculer, pour (i, j) € N?, le produit scalaire (X | X/).
2.3. On définit une fonction f sur R” en posant :

+00
Y (U,..., Un), f(ul,...,un)zf Q- t—--—uyt™2e tdt
0

Montrer que f posséde un minimum global.
SoLuTION

1. Soit P € R[X].

Si P est constant, comme (n* + n?)/*

~ nu, — +ooet) uydiverge grossierement.
—+ n—+oo

On suppose donc dorénavant que P est de degré d € N* et on note A son coefficient dominant. Alors P(n)!/3 =
n—+oo

A314’3 (on a noté abusivement ¢ — /3 la bijection réciproque de ¢ — ¢3, bijective de R sur R).
Sid #3ouA#1,alors (1,) ne converge pas vers 0 et }_ u, diverge grossierement.

On suppose donc maintenant que P = X3 + aX? + bX + ¢, avec a, b et c réels.

On a alors

Si a est non nul, alors (#,,) ne converge pas vers 0 et ) u,, diverge grossierement.
Si a estnul et i — g #0, alors uy, et % avec a non nul et par comparaison, ), % u, diverge (le terme général

est équivalent a celui de la série harmonique), et comme a # 0, )_ u,, est de méme nature et donc diverge.
Sia=0etb= ?—1, alorsu, =0 (#) et par comparaison, Y u, converge absolument, donc converge.

En conclusion, ) u, converge si et seulement si P = X3 + %X +c, avec c € R.
2. 2.1. La symétrie est évidente, la bilinéarité découle de la linéarité de I'intégrale, la positivité découle de la
positivité de l'intégrale. Enfin, si [, *°P(f)?e~’dt = 0, comme ¢ — P(f)?e~" est positive et continue sur
R., elle est identiquement nulle et 'exponentielle ne s’annulant pas, P(¢) = 0 pour tout ¢ € R.. P pos-
sede alors une infinité de racines, donc P = 0.

2.2. Soit (i, j) e N. (X!|X/) = [ r'*/e~!dt. On pose donc pour n € N, I, = ["® t"e~'dt. On montre alors
par récurrence (al'aide d’une intégration par parties) que pour tout 7 € N, I,, = n!. Finalement, (X‘|X/) =
i+ L

2.3. Soit (uy,...up) €R™. f(uy,...u,) estla distance au carré de 1 au polynéme
U X+ + u, X"
Si on note F le sous-espace vectoriel de E engendré par (X,X2,...,X™), F est de dimension finie et on sait
alors que la distance (au carré) de 1 a F est le minimum de f et est réalisé pour le projeté orthogonal de
1surF.

mems  PLANCHE A52 === CCINP 2017
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1. Pour tout entier n € N, on pose :

+00 (-1 k+1
Up = N
" k:zn:+1 \/E

1.1. Montrer que (1) ,en €St bien définie et étudier la nature de cette suite.

1.2. Pour n € N* on pose maintenant :

="
Un= Un
n
Montrer que la série }° _, v, converge.
1.3. Pour n € N*, on définit :
(_l)n n (_1)k+l
Wy = y —
noi=s vk
Quelle est la nature de la série ), _, w;,?
1.4. Enfin, pour n € N*, on introduit :
12 (_1)k+1
PR P
ni Vk

Quelle est la nature de la série ), _, x,, ?

2. Soit A € #,,(R) une matrice vérifiant Tr(A) # 0. On définit @ sur .4, (R) par :

VMe My ([R), ®M)=Tr(AM-Tr(M)A

2.1. Montrer que ® est un endomorphisme de ., (R).
2.2. Quel estle noyau de ®?
2.3. Donner les éléments propres de ®.

2.4. O est-il diagonalisable?

SOLUTION

1. 1.1

1.2.

1.3.

1.4.

2. 2.1.
2.2.

— k+1 7 ~ , . ~ . ) P
¥ ( 1/)% converge par le théoréme spécial a certaines séries alternées.
n=1

(uy,) est la suite des ses restes : elle est donc bien définie et en tant que restes d'une série convergente,
(up) converge vers 0.
Pour n € N*, |v,| < —A—
’ | ll| n\/m ) ] )
donnée par le théoreme spécial a certaines séries alternées.
! #, donc par comparaison de séries a termes positifs, }_ v,, converge absolument, donc

1w n+1 n—+oo
converge.

en utilisant la majoration de la valeur absolue du reste d'une série alternée

_1\n+l
On note S la somme de la série de terme général &2

N On a alors, pour n e N*

_ln _ln
( )(S—un):S( )

Wy = — Up.

n
-_— n 2~ N 7 . N . s . z . 7 2~
Or, ¥ % converge par le théoréeme spécial a certaines séries alternées. Par la question précédente,
n=1
Y v, converge : par linéarité, ) w, converge.
n=1

De méme, On a pour n € N*

1 S

Xp=—0O-uy)=—-vy
n n

Or ) % diverge et S #0, donc ), % diverge et comme ) v, converge, ). X, diverge.
n=1 n=1

@ est linéaire par linéarité de la trace et pour M € .4, (R), ®(M) € 4, (R).
Soit M dans le noyau de ®. Alors M = %A et donc Ker(®) < Vect(A).
Or ®(A) =0, donc Ker(®) = Vect(A).
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2.3. On montre que P = X2~ Tr(A)X annule ® et donc Sp(®) < {0, tr(A)}. On a déja vu que 0 est valeur propre

de @ et le sous-espace propre associé est la droite vectorielle engendrée par A.
Regardons si Tr(A) est valeur propre de ®. Pour M € .4, (R),

OM) =Tr(AM < Tr(M) =0.

Donc Tr(A) est bien valeur propre de ® et le sous-espace propre associé est’hyperplan de .4, (R), noyau
de la forme linéaire Tr. Il n'y a pas d’autres valeurs propres possibles.

2.4. ¢ estdiagonalisable, car la somme des dimensions de ses sous-espaces propres est

wems PLANCHE A53 === CCINP 2017

n? = dim (4, (R)).

1. On définit, pour a € R, la matrice A suivante :

1.1.
1.2

2.2.

2.3.

SOLUTION

1 a a
A=|-1 1 -1
-1 0 2

Donner le polynéme caractéristique de A.
Etudier la diagonalisabilité de A en fonction de a.

Soient 7 et p des entiers naturels, avec 0 < p < n. On pose :

1
Lnp :f t"(Inp)P dt
0

(A) Montrer que I, , existe.
(B) Pourl<p<n,exprimerl, , enfonctiondel, , ;.
(c) Donnerl, ;.

Pour 7 € N, on définit la fonction g, sur R} en posant :

(="

Vx>0, gpx)= (xInx)"

n!

(A) Montrer que la série de fonctions Zi converge simplement sur R} . On note S sa somme.

(B) Exprimer S(x) pour tout x € R}.

=0n
Montrer que :

1 +00
f idx: Zi

0 x¥ n=1 n”

1. 1.1. Les opérations C3z — C3 — Cy, Lg — L3 + Ly puis le développement suivant la derniere colonne donnent

Xa=X-2)(X-1?*+2a).

1.2. Sia>0, xa n'est pas scindé : A n’est pas diagonalisable dans .43 (R).

0O 0 O
Sia=0,xa=X-2)X- D2etA-Iz3=|-1 0 -1 qui est clairement de rang 2 et donc par le théoreme
1 0 1

du rang, son noyau est de dimension 1 : le sous-espace propre de A associé a la valeur propre 1 est de
dimension 1 alors que 1 est valeur propre de A de multiplicité 1, donc A n’est pas diagonalisable.
Sia<0,xa=X-2)(x—1-v—-2a)(X-1+v—-2a). Regardons s'il y a une valeur propre double. La derniére
n'est clairement pas égale aux deux premiéres. Les deux premiéres sont égales lorsque 1 ++v/—2a =2, i.e.
a=-1.

Sia# - %, A possede trois valeurs propres deux a deux distinctes : A est diagonalisable.

68



-1 -=1/2 -1/2
Sia=- %, Xa=X-2)2Xeta-2I3=|-1 -1 -1 |, qui est clairement de rang 2 et donc son noyau
-1 0 0
est de dimension 1 par le théoréeme du rang. Le sous-espace propre associé a la valeur propre 2 est donc
de dimension 1 alors que 2 est valeur propre de multiplicité 2 : A n’est pas diagonalisable.
Finalement, A est diagonalisable si et seulement si a <0 et a # _71

2.2.1. (A) ¢~ t"(Int)? est continue sur ]0,1] et v/¢£"(In t)” -0, donc par comparaison aux fonctions de
=0
Riemann de référence, t — " (In £)? est intégrable sur ]0, 1].

1
(B) Par intégration par parties, ¢ — % et t — (Int)” étant de classe €' sur ]0,1] et le produit de ces
deux fonctions tendant vers 0 en 0" et valant 0 en 1, on obtient

Iny=—"""Inp-1.
n,p n+1 n,p-1
—1)Pp! . .
(c) On montre alors par récurrence sur p € [0,n] quel, , = % et donc en particulier,
_ (=D"n!
mn = (n+1)n+1"

- n P .
2.2. (A) PourxeR},ona} % converge car c’est une série exponentielle.

(B) Sasomme est e ¥ = L

(c) S estdonc continue sur R}.
2.3. Pourtout neN, g, est continue sur ]0, 1] et intégrable sur 10, 1] (cf premieres questions).
Y gn converge simplement sur ]0, 1] et sa somme est continue sur ]0, 1].

I . .
On pose, pour n € N, u, = fop lgnl. On a u, = % Par les premieres questions, u, = m Donc
Osu,< W et donc par comparaison, Y u, converge. On peut appliquer le théoréme d’interversion

somme intégrale : fol S(x)dx =Y gn(x)dx. Onadonc

11 +00 1 to 1

0 x* = (n+1)n+1 - ngl nn’
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1. On introduit E = .4, (R) et on définit un produit scalaire sur E en posant, pour (A,B) € E2, (A|B) = Tr(*AB). On
note S, (R) le sous-espace vectoriel de E constitué des matrices symétriques et A, (R) le sous-espace vectoriel de
E constitué des matrices anti-symétriques.

1.1. Montrer que S, (R) et A, (R) sont supplémentaires orthogonaux dans E.
1.2. Soit M € E. Exprimer d(M, S ,(R)).

1.3. Onpose M = o
n n “en n
Calculer d(M, S, (R)).

2. Soit n = 3 un entier fixé. On considére n personnes qui lancent simultanément une piece équilibrée chacune.
Une personne est éliminée si son résultat est différent de celui de tous les autres joueurs. On note X la variable
aléatoire qui donne le nombre de tours nécessaires a ’élimination d'une personne.

2.1. Calculer p, =PX=1).

2.2. Donner laloi de X, son espérance et sa variance.

2.3. Exprimer le temps moyen nécessaire pour qu’il ne reste plus que deux personnes en jeu, a 'aide d’'une
somme, en prenant un tour comme unité de temps.

SoLUTION
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1.

1.1.

1.2

1.3.

L 2.1,

2.2.

2.3.

Soient A€ S, (R) et Be A, (R).

(A|B) = Tr(*AB) = Tr(AB) = —Tr(A 'B) = —Tr(* (B YA)) = = Tr(B ‘A) = —Tr(‘AB) = —(A|B).

On a donc bien (A|B) =0:S,(R) et A, (R) sont orthogonaux (et donc en somme directe).

Soit M€ /,(R). OnaM = F(M+ ‘M) + 1 (M~"M) et 1M+ M) € S,,(R) et 3(M— ‘M) € A,(R). Donc
S, ([R) et A, (R) sont supplémentaires orthogonaux dans E.

Soit M = (m;, j) 1<i<n € E. D’apres ce qui précede, en notant p la projection orthogonale sur S (R), on a

1jen
1 t
pM) = Z(M+'M).

Donc, en notant d la distance de M a S;;(R), on a

1
d=IM-pM)I = IIE(M— M)

1 1 n n
d? = ZTr(f(M— "'M)M- ‘M) = h Z Z(m,;,- -m;j

Le changement d’indice k = j — i donne

1 nzlni 1& ln-Dm-i+1)2n-2i+1)
—522 P2 5

1

Le changement d’indice k = n—i donne

1 1= 2 = 3 1= 1 =
_—Zg k(k+1)QRk+1) = —22 —Zg —zg

n?(n-1% m-Dn@2n-1 nn-1 nn-1)

d? = + + = nn-1)+2n-1+1)
24 24 24 24
20 _
a2 = M( (n—-1)+2n )_w.
24 24
d_n\/n2—1
2v6

pn=PX=1)= 2n2Ln puisque I'événement "une personne est éliminée" correspond a I'événement, un
personne a obtenu pile et toutes les autres ont obtenu face ou une personne a obtenu face et toutes les
autres pile.

2 correspond a ces deux possibilités, n au choix de la personne éliminée parmi n et 5 2,1 a la probabilité
d’obtenir un pile et 7 — 1 face lors de n lancers indépendants (ou une face et n—1 pile).

Les tours sont indépendants. Si on appelle "succes" I'élimination d'une personne, X désigne le rang du
premier succes et suit donc une loi géométrique de parametre p;,. Pour k e N*,

PX=k) = pa(l-pE™

et donc

1 2n 1- 4n 2 27’!—1 2n—1 _
EX)=— =" et VX)= pn:—(l—z—:)=M-

Pn 2n P 4n?
On note Xy la variable aléatoire qui donne le nombre de tours nécessaires a I'élimination d'une per-

n n2
sonne lorsqu’elles sont k au départ. Alors T =X, + X;,—1 +--- +X3.

n
Par linéarité de I'espérance, E(T) = ). E(Xy) et donc
k=3

nzk

E(M=) —.
k=3 2k
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1. Pour a € R, on introduit :

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.

1.6.

Conclure sur la nature de Y

V=1, up(o)= (—)"

Montrer que }_ .., t,(2) converge.

En déduire la nature de }_ ., uy(a) pour o = 2.
Montrer que }_ .., u(1) diverge.

En déduire la nature de }_ ., u (o) pour a < 1.
Soit a €]1,2[. Montrer que :

b
upl@) ~ e

avec P e R}
n—+00 peRry

n=1 Un ().

Montrer qu'il existe une unique fonction ¢ de classe 62 sur [0, 1] telle que

2.2.

@0)=0, e1)=0 et Vxel0,1], ¢"(x)=—cos(mx).

Plus généralement, soit f une fonction continue sur [0, 1]. On pose :

K : [01?% — R

x(1-y) sixsy
x.5) {y(l—x) six>y

et on définit :

1
vxel0,1], g(x)=/0K(x,y)f(y)dy

Montrer que g est de classe €2 sur [0,1] et que g” = — f.

2.3. Retrouver le résultat de la premiere question.
2.4. Montrer que :

SoLuTiO

1.

N

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1 1
ff(t)g(t)dr.‘:f g'(H*de
0 0

Pour n e N*,

2(1_ 1 1
up(2) = e—nzln(H%) =e " (37W+0(n7)] = e_"+%+o(1)

u,(2) ~ Ve (é)n. ory (%)” converge (série géométrique de raison é €]0,1[). Par linéarité et compa-
n—+o00
raison, ). u,(2) converge absolument.

n=1
Soit a = 2. Pour n € N*, n® = n? et comme ln(l + %) est positif, 0 < u, () < u,(2). Par comparaison de
séries a termes positifs, avec la convergence établie a la question précédente, ) u,(a) converge.
n=1

1 . . s
Pour n e N*, u,(1) = e~"n(1+3) tend vers % lorsque n tend vers +oco. Donc ). uy,(1) diverge grossiere-
n=1
ment.
Pour n e N*,

S=

,nu( ,LH)(L)) _ -1
up(o) =e 22 w2 )) =™ vy ()

1 1
—— 10| 5= .
avec vy (a) = e2n® @ (nz‘“) qui tend vers 1 lorsque n tend vers +oo, car 2 — « > 0 et donc # tend vers

. . . b
0. Finalement, on a bien montré que u, () ~.e " avecPp=a-1>0.
n—+o00

b . . .
On a alors n?u, () = e?Inn=n" O, par croissances comparées, I’exposant diverge vers —co et donc
n—+oo

n?u, (o) tend vers 0 en +oo et par comparaison aux séries de Riemann, Y u,(a) converge.
n=1
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2. 2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

. . N . . _ _ sin(mx)
Soit ¢ une solution du probléme. Alors il existe C € R telle que pour tout x € [0,1], ¢’ (x) = —% +C,

puis il existe D € R telle que pour tout x € [0, 1], @(x) = % +Cx+D.

¢(0) =0 donne alors D = —#.

(1) = 0 donne alors C = 2

.
bl
Si une solution existe, la seule possible est ¢ : x — SIXA2x"1

U
On vérifie ensuite que cette fonction est bien solution du probleme.
Pour x € [0, 1], on peut écrire :

X 1
g(x) foy(l—x)f(y)dy+f x1=-yfdy
X

X X
g(x) (l—x)f0 J/f(y)cl}/—xf1 A=-nfydy.

y— yf(y) et y— (1-y)f(y) sont continues sur [0, 1]. Par le théoreme fondamental, x — [ yf(y)dy et
x— [ -y f(y)dy sont de classe €' sur [0,1]. Par produit de fonctions de classe €' et par linéarité,
g estde classe €' sur [0,1] et pour x € [0,1] :

X X
g = —fo yf(y)dy+(1—x)xf(JC)—f1 A-»fydy-x1-x)f(x)
X X 1
g = —fo yf(y)oly—f1 f(y)dy—f yf(ydy
X
1 X
g = —fo yf(y)dy—fl Fdy.

f étant continue sur [0, 1], par le théoreme fondamental x — flx f(y)dy est de classe ¢! sur [0,1] et
fol yf(y)dy étant une constante, g’ est de classe € sur [0, 1], donc g est de classe €2 sur [0, 1] et pour
x€e0,1]:

g'(x)=—-fx).
On remarque que 'on a aussi g(0) =0 et g(1) =0.
Pour x € [0,1], on pose g(x) = fol K(x, y)cos(ny)dy. Montrons que g(x) = @(x), trouvé a la premiere
question.

X 1
glx) = (l—x)f0 ycos(ny)dy—i—xf (1-y)cos(my)dy.

Par intégration par parties,

. ¥ o
glx) = (l—x){ ysm(ny) —f Sm(ny)dy}
0 Jo s
. 1 1 .
+x{ (l_y)sm(ny) _f _sin(my) dy}
7T » Jx U
g = (1—x){xsm(m— - x}+x{—(1—x)sm(m— e 1}
bl 0 U bl ¥
sin(7mx) cos(mx) 1—-x sin(mx) xcos(mx)+x
gx) = (Q1-xx +(1-x) 5 ——2+x(x—1) + 5
B¢ T bl
cos(mx)+2x—1
gx) = ————.

12

On retrouve bien g = ¢.
Ona f=-g", donc on a, par intégration par parties,

1 1 1 1
fof(r)g(t)dr:fo —g"(t)g(t)dt=[—g’(t)g(t)](l)—fo —g’(t)g’(t)dt=f0 (g'(0)*dt

puisque g(0) = g(1) =0.
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1. Pour neN, onpose:

1
unzf x"sin(mx) dx
0

1.1. Quelle estla nature de la série ), _un?

1.2. Montrer que:

. , . . 0
2. Pour n e N*, on pose J, la matrice carrée de taille n dont tous les éléments sont des 1 et A, 41 = (I(;’ n)

2.1. Montrer que A, est diagonalisable.

2.2. Montrer que J, est diagonalisable et la diagonaliser.

2.3. Construire un vecteur du noyau de A, a partir d'un vecteur du noyau de J ;.
2.4. Diagonaliser A;;1.

SOLUTION

1. 1.1.

1.2.

2. 2.1.
2.2,

N
Pour Ne N, on pose Sy = ). uy,. Parlinéarité de I'intégrale, on a
n=0

1 N 1 1-— xN+1
Sn=| Y x"sin(mx)dx :f ———sin(mx)dx.
0

0 n=0 1-x

(On peut voir 'intégrale comme l'intégrale sur [0, 1[.)

1 1 1 xN+l
SN =f sin(nx)dx—f sin(nmx)dx.
o 1—x 0o 1—-x

La premiere intégrale du membre de gauche existe bien, car on intégre une fonction continue sur [0, 1]
et par changement de variable y = 1 — x, la fonction est équivalente a Y 2y voisinage de 0, qui est
intégrable car prolongeable par continuité en 0. La deuxieéme existe bien alors, par linéarité.

Le changement de variable y = 1-x (de classe € et bijectif de [0, 1] sur [0, 1]), dans la premiére intégrale

du membre de droite donne :

1 T Qi
SN = f Sln(T[y) dy— UN = f Sln(t) dt— UN
0 y 0 r

par changement de variable ¢ = my. On a par ailleurs vy = fol xN“f(x)dx, avec pour x € [0,1[, f(x) =
%, prolongeable par continuité au segment [0, 1] (vu précédemment). f est donc bornée : soit M un
majorant de sa valeur absolue. On a alors

1 M
%N sf N Mdx < ——.
0 N+2

On a bien (vN) qui converge vers 0 et (Sy) qui converge : Y u, converge.
On a aussi montré

N—+oco

+o0o T Q1 t
Y up=_lim Sy =/ sin )dt.
n=0 0 t

A, 4+ est symétrique réelle, donc diagonalisable.

], est aussi symétrique réelle donc diagonalisable. Son rang étant clairement 1, 0 est valeur propre et
la dimension de son sous-espace propre est n — 1, par le théoréme du rang. On remarque enfin que
(a,-1,9,...,0),(1,0,-1,0,...,0),...,(1,0,...,0,-1)) est une base de ce noyau.

On a par ailleurs, ]2 = nJ, et donc le polynome P = X? — nX = X(X — n) annule J,, (comme il est scindé
a racines simples, on retrouve que J, est diagonalisable) et on sait alors que le spectre de J,, est inclus
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dans I'’ensemble des racines de P, i.e. les valeurs propres possible de J,, sont 0 et 7. 0 ne peut pas étre la
seule valeur propre de J,;, sinon, comme le sous-espace propre associé a 0 n’est pas de dimension #n, J,,
ne serait pas diagonalisable. n est donc valeur propre et il est facile de voir que (1,...,1) est un vecteur
propre de ], associé ala valeur propre n. Par dimension, le sous-espace propre associé a la valeur propre
n est la droite vectorielle engendrée par (1,...,1).

Si v = (x1,...,Xx,) est un élément du noyau de J,, alors w = (x,...,X,,0) est un élément du noyau de
Aj;+1. Lenoyau de A4 est donc de dimension au moins 7 — 1. Comme de la méme manieére, (1,...,1,0)
est vecteur propre de A,+; associé a la valeur propre n et comme par construction de A,41, (0,...,0,1)
est aussi un vecteur propre de A, pour la valeur propre n, le sous-espace propre de A, associé a la
valeur propre n est de dimension au moins 2. Par dimensions, (les sous-espaces propres sont en somme
directe et leur somme est incluse dans R”*1), on a

Eo(Ap+1) = Vect((1,-1,o,...,0,0),...,(1,0,...,0,-1,0))
Ey(Aps1) = Vect((1,...,1,0),(0,...,0,1)).

1. Prouver l'identité suivante :

too +0o 1
dx =2y ——
fo sh(x) . Z 2n+1)2

n=0

apres avoir prouvé I'existence de I'intégrale du membre de gauche.

2. Soit u un endomorphisme d’'un K —espace vectoriel de dimension finie E tel que 1% = %(u2 +u+1d).

2.1

2.2.
2.3.
2.4.

SoLuTiO

1.

. Montrer que u est inversible.

N

1.1.

1.2.

Montrer que, pour tout n €N, u'" € Vect(ld, u, u?).
On suppose dans cette question que K = R. Lendomorphisme u est-il diagonalisable?
Méme question dans le cas ou K = C.

Onpose f: x— . f est continue sur R}.

Etude de l'intégrabilité sur ]0,1]. f(x) . 1, f est donc prolongeable par continuité au segment [0, 1],
X—

[ estbien intégrable sur ]0, 1].

Etude de l'intégrabilité sur [1,+oo[. f(x) et 2xe *etdonc f(x) =0 (x—lz) au voisinage de +oco. Comme
—+00

X— # est intégrable sur [1, +ool, par comparaison, f est intégrable sur R’ et existe.

_ +o00o +00
Pour x € R, f(x) = IZ_X:,;X =2xe* Y (%" = ¥ 2xe~@"*D* On pose donc, pour n € N, f, : x —
n=0 n=0

2xe et on va appliquer le théoréeme d’interversion somme-intégrale.

Chaque f;, est continue sur R} et intégrable sur R} (sur ]0,1], car prolongeable par continuité et sur
[1, +oo[, par comparaison avec x — é).

(fn) converge simplement sur R} et sa limite simple est f, continue sur R} .

On pose, pour €N, u, = [ ful. Ona u, = f°*°2x~ 2"V gdx. On calcule cette intégrale par intégra-
. . e~ @2n+l)x 1 % .
tion par parties. X — 2x et x — -7 sont de classe ¢ sur R} et leur produit converge vers 0 en 0 et

en +oo (par croissances comparées). On a donc

f+002 e*(2n+1)x d 2
U, =— X =
" 0 —-@2n+1) 2n+1

—2n+1)x

_ +00
e 2n+1)x

-2n+1)

2
o @2n+1?

On a donc Y u, qui converge (par comparaison aux séries de Riemann). Par le théoréme d’interversion
+00
somme-intégrale, [ = )

==,
=0 @nt1)
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2.2.1. OnposeP=X3- %(X2 +X+1). P annule u. Le spectre de u est donc inclus dans 1"ensemble des racines

2.2.

2.3.

24.

wems  PLANCHE A58 === CCINP 2017

de P. Or 0 n’est pas racine de P, donc 0 n’est pas valeur propre de u : u est injectif et donc bijectif (c’est
un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimension finie).

On montre par récurrence sur n € N, que u” est une combinaison linéaire de Id, u et u?.
C’estimmédiat pour n =0, n =1 et n = 2. C’est encore vrai pour n = 3, par hypothese sur u.

Soitdonc n €N, n = 3 tel que '’hypothese de récurrence soit vraie au rang n et montrons laaurang n+1.
On a u" = a,ld + b,u + c,,u? par hypothése de récurrence, avec a,, b, et c, trois éléments de K. On a
alors u"*! = a,u+ by, u? + Cn ©3, mais comme u° = %(Id + u+ u?), on a alors

L :ﬁld+3an+cnu+3b"+cnu2
3 3 3

et on a bien prouvé que I'’hypothése de récurrence est vraie au rang n + 1.

On étudie la fonction associée au polynéme P : on trouve que P ne posséde qu'une seule racine dans R.
f posséde donc au plus une valeur propre. Si f est diagonalisable, f est une homothétie, de rapport A,
unique zéro réel de P. Réciproquement, si u est cette homothétie, P est bien un polyndme annulateur
de u et u est bien diagonalisable. Donc u est diagonalisable si et seulement si u est cette homothétie.

P possede trois valeurs propres deux a deux distinctes dans C (la racine réelle précédemment trouvée
plus deux autres, complexes conjuguées, non réelles). u possede donc un polynéme annulateur scindé
aracines simples : u est diagonalisable.

1. Pour (n,p)€ N2, on définit les fonctions @ et fppsur]0,1] en posant:

1.1.
1.2.

1.3.

14.

vx€]0,1], @@ =t" et  fu,(0)=t"Ant)P

Montrer que Y., _, U, converge oli, pour n € N*, on a posé u, = 1/n".
Prouver l'existence de I'intégrale :

1
sz @ dr
0

Pour tout (n, p) € N2, prouver l'existence et calculer la valeur des intégrales :

1
Inp :fo fap®dt

Etablir que :
+00 (_l)k—l
1= R —
5w

2. Onfixe n e N*.

2.1. Soit P € R[X]. A quelles conditions a-t-on X"P (%) eR[X]?

2.2. Ondéfinit u’endomorphisme de R, [X] qui a P associe X"P ()l()
Montrer que u est diagonalisable et chercher une base de R, [X] constituée de vecteurs propres de u.

SoLuTiO

1.

N

1.1.

1.2.

Pourn=2,0< 2 < # Comme )}, # converge, par comparaison de séries a termes positifs, Y u,

" n=1 n=1
converge.

Pour 1 €]0,1], ¢(1) = e et donc ¢ est continue sur ]0, 1]. Par croissances comparées, tlnt — 0 et
t—0

donc ¢(1) i 1 par continuité de 'exponentielle. ¢ est prolongeable par continuité au segment [0, 1] :
t— +

elle est intégrable sur 10, 1]. I existe donc.
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1.3.

1.4.

. 2.1

2.2,

fnp est continue sur 10,1]. V' fy (1) — . 0 (par croissances comparées (1 + % > 0)) et donc fy,, est
t—0

négligeable devant ¢ — %ﬁ au voisinage de 0, or cette derniere est intégrable sur ]0,1] (fonction de réfé-

rence). Par comparaison, f;,, est intégrable sur]0,1].
(-1)Pp!

1 .
I, p et donc par récurrence sur p € N, on trouve I, , = TP

Par intégration par parties, I, p+1 = — Z—L

+00
Pour 7 €]0,1], (1) = X “hrll—,”n On va donc appliquer le théoreme d’interversion somme-intégrale. On
n=0 .

posepour neN, f,: t— %, définie sur 0, 1].
Chaque f;, est continue sur ]0, 1] et intégrable sur 10,1] (f,, = # fan)-
Y. fu converge simplement sur ]0, 1] et sa somme est ¢, qui est bien continue sur ]0, 1].
Pour n €N, on pose v, = fol | fnl. Avec ce qui précede, v, = = u,+1. La premiere question assure
la convergence de }_ v,,.
On peut donc appliquer le théoréeme d’interversion somme intégrale :

- +ff1 (tInp)" . +i° =" '

=0Jo (n + 1)n+1

n! n=0

1
(n+1)n+1

Montrons que la condition cherchée est : "le degré de P est inférieur ou égal a n".

n
Sideg(P) < n,alorsP =}, aka et
k=0

1 n n
X"p ()—() =Y ax"*=Y a, X
k=0 =0

Donc X"P () est bien un polynome 2 coefficients réels.

Réciproquement, supposons que X" P (%) est bien un polyndme a coefficients réels. Alors, par I'absurde,
supposons que le degré de P est strictement supérieur a n, notons le d. Notons A le coefficient dominant
de P et R le polynome de degré inférieur ou égale a d — 1 tel que P = AX“ + R. Alors

1 A 1
xnp(_) - +an(_)
X) Xd-n X

et comme deg(X"R (%)) = n—d+1, X"P (%) est une fraction rationnelle de degré n—d < 0 et ne peut

donc pas étre un polyndme : contradiction et donc P est de degré inférieur ou égal a n.

u? =1d et donc X? — 1 est un polynéme annulateur de u, scindé a racines simples : u est diagonalisable.

Ses valeurs propres sont 1 ou —1. On s’intéresse donc aux équations X"P ()l() =P @) etP ()l() =-P (2).

n

En écrivant P = Y a;X¥, on trouve que P est solution de (1) si et seulement si a; = a,_; pour tout
k=0

ke [0,n]. P estsolution de (2) si et seulement si a; = —a,— pour tout k€ [0, n].

On adong, sin=2p,

Vect(X?P +1,X?P71 +X,... . XP*L 4+ xXP~1 XP)
Vect(X?P —1,X?P71 =X, ... xPt1 _xr-1

Eq(u)
E_1(w)

E;(u) est de dimension p+ 1 et E_; (1) est de dimension p. La somme des deux dimensions est2p +1 =
n+ 1 qui est bien la dimension de R, [X].
Etsin=2p+1,
Ej(w) = Vect(X*’*+1,X% +X,...,XPH +XP))
E_1(w) Vect(X?P* —1,X%P -X,...,XP*! —XP

E;(u) est de dimension p +1 et E_;(u) est de dimension p + 1. La somme des deux dimensions est
2p+2=n+1 quiest bien la dimension de R, [X].

PLANCHE A59 . (CC NP 21007 s
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Py .
1. Donner la nature et la somme en cas de convergence de la série ¥, n* D" x".

2. 2.1.
2.2

2.3.
24.
2.5.

SoLuTiO

1.

2.

Soit M € GL,,(C) telle que M? soit diagonalisable. Montrer que M est diagonalisable.
0 B
Soient A et B dans GL,(C). On pose N = ( A 0). Montrer que N € GL,(C) et calculer N7L
Calculer N? et P(N) pour P € C[X].
Montrer que si N est diagonalisable, alors AB est diagonalisable.
Etudier la réciproque.
N
Il s’agit d'une série entiére. Notons a,, son coefﬁcient d’indice n. Pour n € N*, = < a, < n. Donc sionnote Ry,
R, et R3 les rayons de convergence des séries Z =x", Y apx" et) nx" respectlvement onaR; =R, =Rs.

n>1
Or R; = Rg =1, car, quitte a multiplier par n, on se ramene a ) x" qui est de rayon de convergence 1 et

la multiplication par n du coefficient général ne change pas le rayon de convergence de la série entiere.
Finalement, Ry, = 1.

Etudions la convergence en —1 et 1 : dans les deux cas il y a divergence grossiére. Donc la série converge si
et seulementsi |x| < 1.

Calculons la somme. Soit x €] —1,1[. Ona

+o0
S(x):Zn( X —Zan +Z x2L
n=0

2n+1

On peut séparer en deux S(x) car chacune des séries converge. On a alors,

+00
S(x) =2x* ) n(x*)" ' +T(x).

n=1

On reconnait alors dans la premiére somme, la dérivée de ¢ — ﬁ en x? et on peut dériver la deuxiéme terme
aterme, car il s’agit de la somme d’une série entiere de rayon de convergence 1, on a alors

2

SW=—2_ 41
x—(l_xz)2 X

1 1
T 12 T 20

1

MEIIESSR

avec T’ (x) = Z x2n
Comme T(O) = 0, onaT(x) = —1In(l - x) + 3 In(1 + x) et finalement,

2x? 1

S(X)zm-i-E n

1-x)°

1+x)

2.1. Supposons M? diagonalisable. Notons P le polyndme annulateur de M?, scindé a racines simples tel que

p

P= [T X—Ayg),les A étant les valeurs propres de M2. On sait que M2 est inversible, donc aucun des Ak
k=1

ne vaut 0. Posons Q = P(X?). Alors Q annule M et Q est scindé a racines simples car pour tout k€ [1, p],

p p
il existe py € C tel que pi = A etalors Q = k]:ll X—=pur) kl:ll (X + pg) qui est bien a racines simples car les
A sont deux a deux distincts et non nuls.

M possédant un polyndme annulateur scindé a racines simples, M est diagonalisable.

0 Al I, 0
Bl o ) Alors NN’ = ( (;l In) =1,, et donc N est inversible et son inverse est N'.
P(BA) 0

0 P(AB)

2.2. Posons N’ = (

23. N?2= (B(;A AOB) et pour P € C[X], P(N?) = (

linéarité.

2.4. Si N est diagonalisable, alors N? est diagonalisable. Soit P un polynome annulateur de N?, scindé a
racines simples, alors P(AB) = 0 et donc AB est diagonalisable.

2.5. Supposons AB diagonalisable. Soit P un polyndme annulateur de AB, scindé a racines simples. Mon-
trons que P annule BA. En fait BP(AB)A = BAP(BA) = 0; comme A et B sont inversibles, on a bien
P(BA) = 0. Alors P(N?) = 0 et N? est diagonalisable. On utilise alors la premiere question : N est dia-
gonalisable.

). (Par récurrence sur k pour N** puis par
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e PLANCHE B1

MINES — TELEcomM 2024

1. Onpose:

o = O O
= o O O
o O O O
O O O O

et on note u € .Z(R%) I'endomorphisme de R4 canoniquement associé a A.

1.1.
1.2

Déterminer Im(u) et Ker(u).
Soit f € .Z(R*) tel que Im(f) = Ker(f).

Donner le rang de f.
Montrer qu’il existe une base ¢ de R* tel que la matrice de f dans la base % soit A.

2. Pour x € R, on pose f(x) = e““S* cos(sin x) et g(x) = e°S*sin(sin x).
2.1. Prouver que:
X cos(nx X sin(nx
VxeR, f(x)=z;) et g(x)=Z ()
n=0 n! n=0 n!

2.2. Pour n €N, calculer les intégrales suivantes :

SOLUTION

1.

1.1.

1.2.

. 2.1,

2.2.

2n 2n
I, =f e lcos(sint+nt)dr et J, =/ e lsin(sint + nt) dt
0 0

Onnote (e;)1<i<4 les vecteurs de la base canonique de R*. On rappelle que par définition de u, la matrice
de u dans la base canonique est A. On peut directement affirmer en lisant la matrice A ou éventuelle-
ment en résolvant AX = 0 que Ker(u) = Vect(es, e4). Enfin, I'image de A est engendrée par ses colonnes,
ce qui donne Im(u) = Vect(es, e4). On remarque que Im(u) = Ker(u).
Gréce a I'hypothése Ker(f) = Im(f) et le théoreme du rang, on obtient directement que dim(Im(f)) =
dim(Ker(f)) = 2, ce qui donne rg(f) = 2.
Im(f) étant de dimension 2 par ce qui précede, on se donne une base de ce sous-espace et on la note
(e3,e4). Par définition de I'image, il existe des vecteurs de R4 que l'on note e et e tels que f(e;) = e3 et
f(e2) = e4. Etant donné que Im(f) = Ker(f), on a aussi f(e3) = f(e4) = 0, ce qui montre que la matrice de
f dans la famille (ej, ez, e3, e4) est A comme souhaité. Il reste a prouver que la famille est bien une base
de R?. Pour ce faire, on suppose que ae; +fes + ye3 +8e, =0 (*). En composant par f, en utilisant la
linéarité de f etles relations précédentes, on obtient aes +fe4 = 0. Or (e3, e4) est une base de Im(f) donc
elle est libre et il vient a = f = 0. En réinjectant dans (%) et en utilisant de nouveau le fait que (es, e4) est
libre, on obtient aussi y = 6 = 0. Finalement, la famille est bien libre, et étant de cardinal 4, c’est bien
une base de R*.
On fixe x € R. En utilisant la valeur de la somme d’une série exponentielle complexe (qui est bien conver-
gente),ona:

g S L . ‘ . o

VxeR, Z = =% = glOSXHISINX _ ,COSX (cng(sin x) + i sin(sin x))
n=0 n! n=0 n!

En prenant les parties réelle et imaginaire de cette identité, on obtient les relations souhaitées.
On fixe n € N et on étudie I'intégrale I, le cas de J, se traitant de facon analogue. Par formule d’addition
du cosinus,on a:

27 27
I,= f(®cos(nt)dt— g(H)sin(nt)dt
0 0

Pour la premiére intégrale, on utilise la question 2.1 pour écrire :
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mes PLANCHE B2

21 21 +00
0

La série de fonctions au sein de I'intégrale est normalement convergente et donc uniformément conver-
gente sur [0,27] puisque :
cos(kt)cos(nt) _ 1

k! k!

et 1/k! est le terme général d'une série convergente. Ainsi, il est possible par le cours d’échanger série et
intégrale et il vient :

VkeN, Vte[0,2n],

27

2n too 1
f(Ocos(nydr=Y — | cos(kt)cos(nr)dr
i=ok!Jo

Enfin, on a directement :

2m 2m 2m
f cos(kt)cos(nt)dr = lf cos((k+n)t)dr+ lf cos((k—n)t)dt
0 2Jo 2Jo

La premiere intégrale vaut 0 sauf si k = n = 0 auquel cas elle vaut n; et la seconde vaut 0 sauf si k = n
auquel cas elle vaut it. En résumé, cela donne :

21 2n sin=0
f) cos(nt)dt:{% sinon
De la méme fagon, on trouverait :
27 0 sin=0
g(O)sin(nt)dt = { % sinon

On conclut donc finalement que :

L= 2w sin=0
71 0 sinon

Un travail parfaitement analogue peut étre mené sur J,, et on trouve que J,, = 0 pour tout n € N.

MINEs — TELEcom 2024

1. On consideére la série :

1.1

Z n 2n+1
Z1-3-5--2n+1)

Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiére. Dans la suite, on notera S la somme de cette

série entiere sur | —R,R[.

1.2
1.3.

Trouver une équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients non constants satisfaite par S sur] -R,R[.
En déduire une expression de S.

2. Onfixe n € N*. On se donne A € ./, (R) telle que A3 — A2 + A—1,, =0.

2.1.

2.2.
2.3.

SoLuTiO

1.

Montrer que les valeurs propres de A sont incluses dans 1'ensemble des racines du polynéme P(X) = X3 —
X2 +X-1.
Calculer det(A).
Démontrer que Tr(A) e N.
N
1.1. Une application du critere de d’Alembert donne directement R = /2.
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1.2. Par dérivation terme a terme sur l'intervalle ouvert de convergence, on a, pour x € | -R,R[:

+o0o

S/(X)ZZL.XZ”
=1-3-5---2n-1)
R < (S oki1

=1-3-5--2k+ 1)
+f+°° 2k+2) x k! 2k
2/41-3-5---(2k+1)

X (¥ 2k+Dxk 2k B k!

=1 o [ [ 2k+1
T2 ,;)1-3-5---(2“1) ,;)1-3-5---(2k+1)

1+ xzs’(x)+ XS
B 2 2

Finalement, S vérifie I'équation différentielle suivante sur | -R,R[:

() = — () = —2
2—x2 T 2-

2

1.3. En résolvant cette équation différentielle linéaire d’ordre 1 (résolution de I'’équation homogene puis
méthode de la variation de la constante), on trouve qu'il existe une constante C € R telle que :

H X
Arcsin ( 7 ) ) C
V2—-x2  V2-x2
En exploitant le fait que S(0) = 0, on trouve C = 0 et on conclut que :

Vxe]-R,R[, Sx)=2

Arcsin ( % )

V2-x2
2. 2.1. C’est une propriété de cours (qu'’il faut redémontrer ici) puisque P est un polyndme annulateur de A.
On observe que 1 est racine évidente de P puis par factorisation et résolution d'une équation du second
degré que —i et i sont les deux autres racines (complexes conjuguées) de P. Ainsi sp(A) c {1, -1, 1}.

2.2. Sil'onse place dans C, on sait que le déterminant de A est le produit des valeurs propres comptées avec
multiplicités. Avec des notations évidentes, on obtient det(A) = 17 (—{)"™-i{i  Mais A étant réelle, on
peut facilement montrer que m_; = m; (voir le cours). Ainsi det(A) = (—i%)"™ = 1" =1,

2.3. De méme, en se placant sur C, on sait que la trace de A est la somme des valeurs propres comptées avec
multiplicités. On a donc, en utilisant m; = m_; : Tr(A) = 1my —im; +im; = 1m; =my € N.

Vxe]-R,R[, Sx)=2

me==  PLANCHE B3 MINES — TELECOM 2024

1. On considere la série :

2n+1

Y (-

1 nn+1)

1.1. Justifier que cette série est convergente.
1.2. En calculer sa somme.

2. On considere la fonction :

In(1+x)—x
h:x— %
X
2.1. Déterminer le domaine de définition D de h.

2.2. Lafonction & est-elle prolongeable par continuité en 0?
Le cas échéant, la fonction h ainsi prolongée en 0 est-elle de classe &' sur DU {0}?

SOLUTION
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2. 2.1.
2.2.

m===  PLANCHE B4

1.2.

Pour n =1, on remarque que :

2n+1 _(n+1)+n_1 1

= =—+
nn+1) nn+1) n n+l1

Lasuite des (1/n+1/(n+1)),>1 est décroissante et tend vers 0, ce qui prouve la convergence de la série
étudiée par application du théoreme spécial des séries alternées.
Pour calculer la somme, on écrit :

+00 B 2n+1 +00 ( l)n ( 1) +00(_1)n +00(_1)n+1 00( l)n +00(_1)n_
nz:‘l(_l) nn+1) n; n+1 ,;1 n _n:1 n+l ,12:: ,;‘2 n =1

Remarque : la séparation de la somme en deux sommes est licite puisque les deux séries obtenues sont
convergentes en vertu du théoreme spécial des séries alternées.

La fonction est définie sur D =]—-1,+oo[\ {0}.
Un équivalent usuel donne que h est équivalente a —1/2 au voisinage de 0. Ainsi la fonction h est pro-
longeable par continuité en 0 en posant h(0) = —1/2. Dans la suite, on continue a noter / la fonction

ainsi prolongée.

La fonction h étant clairement continue sur D par opérations sur les fonctions continues, elle est désor-
mais continue sur D = D U {0}. De plus, par opérations sur les fonctions de classe ¢!, h est de classe €’
sur D. Grace au théoreme de la limite de la dérivée, & sera de classe €' sur D si i’ admet une limite en
0. On calcule donc /' et on trouve :

e Y 2 _
VxeD, h(x)= ar D xg(ln(1+x) X)

Grace a un développement limité a 'ordre 3 du terme entre parenthéses, on obtient alors facilement
que k' tend vers 1/3 en 0, ce qui permet de conclure que / est de classe €' sur D.

MINEs — TELEcom 2024

1. Onpose, pour x> —1:

+00
fx) =f *e~tdr
0

On définit également, pour x >0 :

1.1
1.2
1.3.
1.4.

Etudier la convergence de la série Y e S "

X
@(x) =f In(f(2)) dz
x—1

Justifier que f est continue sur ] -1, +oo|.
Donner une relation entre f(x) et f(x— 1) pour x > 0.
Montrer que ¢ est dérivable sur ] 0, +oo[ et exprimer ¢’.

(="
(n) *

2. On considére une matrice M € .4, (R) telle que M(M™M)? =1,,.

2.1.

Montrer que M est inversible.

2.2. Justifier que M est symétrique.
2.3. Endéduire M.

SoLuTiO

1.

N

1.1.

On pose g(f,x) = t*e~! pour ¢ > 0 et x > —1. On va utiliser le théoréme de continuité d'une intégrale a
parametre pour prouver que | est continue sur]—1,+oo[.
m Pourt>0, x— g(t,x) = t*e”! = e*" e~ est continue sur | -1, +oo .

m Pourx>-1,t— g(t,x)=te” ! est continue par morceaux sur |0, +oo[.
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1.2.

1.3.

14.

2. 2.1.
2.2,

2.3.

m Pourxe[a,b]c]-1,+c0[ett>0,0na:

_ t%e! sire]0,1]
|g(t,0)| = |e!e™!| < {tbe_t Grs1  =WO
La fonction v est continue par morceaux sur ]0,+oco[ et est intégrable sur ]0,+oo[. En effet, au
voisinage de 0, y(t) ~ t* = 1/¢t~% qui est intégrable (intégrale de Riemann) puisque —a < 1; et au
voisinage de +oo, on a t2\y(t) = t**Pe~! qui tend vers 0 par croissances comparées, ce qui donne
I'intégrabilité par critere de Riemann.
Ainsi le théoréme s’applique et f est continue sur]—1,+ool.
Soit x > 0. Par intégration par parties généralisées, sous réserve de convergence du crochet généralisé,

ona:
+00

Exee]
f(x)Zf * e ldr= [—txe’t]goo+f xt* te tdt
0~ 0

=u =y

On remarque que le crochet est bien convergent et vaut 0 (valeur nulle en 0 et limite nulle en +oo par
croissances comparées). On obtient donc: f(x) =xf(x—1).

On peut facilement vérifier par positivité et caractére défini de 'intégrale que f > 0 sur ] -1, +oo|[. Ainsi
la fonction ¢ — In(f(#)) est bien définie sur ] -1, +oco[ et elle est méme continue par composition de
fonctions continues grace a la question 1.1. Par théoreme fondamental de '’analyse, on en déduit que
la fonction @ : u — [, In(f(¢)) dr est dérivable sur -1, +oco[ de dérivée t — In(f()). Par relation de
Chasles, on a @(x) = ®(x) — P(x — 1) pour x > 0, ce qui prouve que ¢ est dérivable sur ]0,+oco[ en tant
que somme et composition de fonctions dérivables sur ]0,+oo[. De plus, on trouve par opérations et
grace a la question précédente :

fx)
flx-1)

D’apres 'expression de ¢’ trouvée a la question précédente, on a ¢’ = 0 sur [e,+oo[ de sorte que
(p(n)) >3 est une suite croissante. De plus, en primitivant ¢’, il existe une constante réelle C telle que
@(x) = xInx — x+ C pour x > 0. On en déduit que ¢(n) — +oo lorsque n tend vers +oo. Ainsi la série
Y sl % est une série alternée vérifiant les hypotheses du théoréme spécial des séries alternées (a
partir du rang 3 pour la décroissance de la valeur absolue du terme général) : elle converge.

La relation M(MTM)?2 =1,, donne directement que M est inversible avec M1 = MTM)2.

Par propriété de cours, M? est également inversible d’inverse (M™1)" = (MTMMTM)T = MTMMTM.
La relation de départ M(M'M)? = I,,, multipliée par M" a gauche donne M'MM'MM™M = M soit
MT)""MTM = MT, c’est-a-dire M = M. Ainsi M est bien symétrique.

La relation de 1'énoncé s’écrit désormais M® = I,,. De plus, comme M est symétrique réelle, par le
théoreme spectral, elle est diagonalisable avec une matrice de passage orthogonale. On écrit donc
M =PDP~! avec D = diag(}1,...,A,,) et P € O, (R). La relation M® = I,, donne PD°P~! =1, puis D =1,,.
On en déduit )\15. =1pourtoutie[1,n],cequidonneA; =1pourtoutice€[1,n].FinalementD =1I,, puis
M=1,.

Vx>0, q)’(x):ln(f(x))—ln(f(x—l):ln( ):ln(x)

I PLANCHE B5 I M|NES — TELECOM 2024 I

1.

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes et de méme loi uniforme sur {—1,0, 1}. On pose :

=Ly

1.1. Donner laloi de Z = dim(Ker(A)).
1.2. Calculer la probabilité que A soit diagonalisable.

2. Pour x € R, sous réserve d’existence, on pose :

+00
f=Y x"
n=0
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2.1.
2.2,

Donner le domaine D de définition de f.
Al'aide d’'une comparaison série — intégrale, donner un équivalent de f en 1.

On rappelle que [, e dr=m/2.

SOLUTION

1.

mess PLANCHE B6 === MNEs - TELEcOM 2023

1.1.

1.2.

. 2.1

2.2.

Grace au théoreme du rang, dim(Ker(A)) = 2 —rg(A). Al'aide du la méthode du pivot de Gauss, on peut
alors calculer le rang de A selon les valeurs de X et Y et on en déduit que :

1 siX+Y=0

dim (Ker(A)) = {0 SIX+Y#0

On en déduit que Z ne prend que deux valeurs, a savoir 0 et 1, c’est donc une loi de Bernoulli et son
parametre est égal a p = P(Z = 1). Par c—additivité et grace au fait que X et Y soient indépendantes et de
loi uniforme, il vient :

1
p=PZ=1)=PX+Y=0)=PX=-1,Y=1)+PX=0,Y=0)+PX=1Y=-1)=3 x §=

W =

Le polynome caractéristique de A est P(\) = A% — (1 + Y)A + (X +Y). Son discriminant est A = (1 +Y)? —
4(X+Y). Etant donné que X et Y sont a valeurs dans {—1,0, 1}, I'étude de A donne :

m A=0 <= XY)=(,-1)ouXY)=1(0,1):Dans ce cas, A a une une seule valeur propre double
« et si A était diagonalisable, elle serait égale a aly, ce qui n’est pas réalisé. Ainsi A n’est pas diago-
nalisable dans ce cas.

B A<0 = XY)=(1,0)0uXY)=(1,1): Dans ce cas, Le polynome caractéristique de A n’est
pas scindé sur R et A n’est pas diagonalisable.

= A >0:Dans ce cas, le polyndme caractéristique de A est scindé a racines simples, A est diagonali-
sable.

Finalement A est diagonalisable si et seulement si (X,Y) ¢ {(1,-1),(0,1),(1,0), (1, 1)}. Etant donnés la loi
uniforme commune et 'indépendance des variables X et Y, il y a 9 cas possibles pour la valeur du couple
(X,Y) et ces cas sont équiprobables avec une probabilité de 1/9. Il vient donc que la probabilité que A
soit diagonalisable est de 5/9.

Par application du critere de d’Alembert, on trouve facilement que la série entiere définissant f est de
rayon de convergence R égal a 1. Ainsi ] —1,1[c D c [—-1,1]. Reste donc a savoir si —1 et 1 sont dans D.
Mais pour x = —1 et x = 1, la série définissant f(x) est grossiérement divergente (son terme général ne
converge pas pour x = —1 et ne converge pas vers 0 pour x =1. AinsiD=]-1,11[.

Soit x €10, 1. La fonction ¢ — xt2 = et2 Inx o5t continue et décroissante sur R.. Ainsi, par la méthode de
comparaison série — intégrale :

n+1 ) ) n 5
vneN, f el'Inxqr< 4 sf el'Inx gy
n n-1
A gauche, on somme sur 7 de 0 jusqu’'a +oo; a droite, on somme sur 7 de 1 a +oo et on rajoute 1 (le
premier terme de la somme définissant f(x)) de chaque co6té. La relation de Chasles donne :

+00 2 +00o 2
f et 1“’Cdtsf(x)<1+f el Inxdy
0 0

o 2 . e s
11 faut remarquer que 'intégrale 1(x) = f0+°° e’ I"* dt qui est apparue est convergente ('intégrande h est

continue sur [0, +oo[ et r2h(t) tend vers 0 en +oo par croissances comparées, ce qui donne l'intégrabi-
lité au voisinage de +oo par critére de Riemann). De plus, par changement de variable u = tv—Inx de
classe €! et strictement croissant, on a grace al'indication de I'énoncé :

oo, 1 oo 2 1 b
I(x) =/ ef!Inxqy = / e du=—-,/
0 vV—=InxJo 2V —Inx

En remplacant dans I'’encadrement ci-dessus, par théoreme d’encadrement, on en déduit que :

1 [ =&
f(x) x:1 5 —Inx
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1. Pourn=1,onpose:

LU |
= o = %

ln(n'

1.1.  Si (un) en €t (Vn) nen SONt deux suites a valeurs réelles strictement positives vérifiant u;, ~1o U, ainsi que
lim, o uy, = +o00, justifier que In(u;,) o In(vy,).
(o0}

1.2. Donner la nature de la série }_,,>; an,.
On pourra se servir de la formule de Stirling.

2. Pournz=

2, on note D, (R) 'ensemble des matrices de .#,(R) telles que leurs valeurs propres soient sur leur

diagonale.

2.1. Montrer que toute matrice triangulaire de .4, (R) est dans D, (R).

2.2. Lamatrice ] de .4, (R) dont tous les coefficients valent 1 est-elle dans D, (R) ?
2.3. Lensemble D, (R) est-il un sous-espace vectoriel de .4, (R) ?

2.4. SiMeDy(R), prouver que M + al,, € D, (R) pour tout a € R.

2.5. Prouver qu'une matrice de D, (R) est triangulaire.

SOLUTION

1. 1.1.

1.2.

2. 2.1.
2.2.

Toutes les quantités en jeu étant strictement positives d’apres I’énoncé, on peut bien composer par la
fonction In. Pour n = 0, grace aux hypotheses de 1'énoncé :

v
In(v,) =In(u;) +1n (—n)
~~—— Up
—+00
-0
Ainsi In(v,) = In(uy,) + 0400 (n(uy)), ce qui donne bien In(v;) ~ 400 In(uty).
On réalise une comparaison série — intégrale pour trouver un équivalent du numérateur de a,. La fonc-

tion ¢ — 1/t est continue et décroissante sur R donc:

f’c“ dr 1 k- qr
Vk=2, —<—-< —
k t k k-1t

En sommant de k =2 a n = 2, en utilisant la relation de Chasles et en rajoutant le terme pour k = 1, on
obtient :

n+l dr n 1 ndr

VYn=2, 1+[ —\Z
2 1t

Cela donne apres calculs :

n 1
Vn=2, 1-In2+In(n+1)< Z —<Inn
-1k
Les deux extrémités étant équivalentes a In n lorsque n tend vers +oo, on obtient par encadrement que
le numérateur de a, est équivalent a In n lorsque n tend vers +oo.
Pour le dénominateur, grace a la formule de Stirling et au résultat de la question précédente, on peut
écrire :

n 1
In(n!) ~ ln[(ﬁ) \/Znn]:nlnn—n+ln 2n+-Inn ~ nlnn
n—+oo e 2 n—+oo

Par quotient, on obtient que a; est équivalent a 1/n lorsque n tend vers +oo. Par théoreme de compa-
raison pour les séries a termes positifs avec une série de Riemann divergente, on en déduit que la série
Y n=1ay diverge.

Par le cours, les valeurs propres d'une matrice triangulaire se trouvent sur sa diagonale.

Si U € 4,1 (R) est le vecteur colonne dont les coordonnées valent toutes 1, on a directement JU = nU.
Puisque U # 0, on en déduit que n est valeur propre de J. Mais n ne se trouve pas sur la diagonale de J
(n=2)donc] ¢ D, (R).
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2.3. On note A € ./, (R) la matrice dont tous les coefficients au dessus de la diagonale au sens large sont

2.4.

2.5.

s PLANCHE B7

égaux a 1 et dont tous les autres coefficients sont nuls. On introduit également B € .4, (R) la matrice
dont tous les coefficients en dessous de la diagonale au sens strict sont égaux a 1 et dont tous les autres
coefficients sont nuls. Les matrices A et B sont triangulaires et sont donc dans D, (R) d’apres la question
2.1. On observe par contre que A+ B =] n'est pas dans D, (R) d’apres la question précédente. Ceci
démontre que D, (R) n'est pas stable par somme, ce n’est donc pas un sous-espace vectoriel de .4, (R).
OnfixeaeR.Pour AeR,ona:

XM+at, A) = det(Al, — M+ al,)) = det((A — a)I, —M) = xm(A — a)

Des lors, A est valeur propre de M + al,, équivaut a Xy4ar,, (A) =0, c’est-a-dire a xm(A —a) =0, soitaA—a
valeur propre de M. On en déduit :

spM +aly) = {a+p, pespM)}

La matrice M étant dans D, (R), les (1)uespovy sont en fait les coefficients diagonaux de M. Ainsi, les
(a+ W) pespovy sont les coefficients diagonaux de M + alj,;, ce qui donne bien que les valeurs propres de
M + al,, sont sur sa diagonale. On a bien prouvé que M + al,, € D, (R).

On se donne une matrice M de D, (R) sous la forme :

a b
u=¢ d)
Le polynéme caractéristique de M est x(A) = A2 —Tr(M)A +det(M) = A2 — (a+ d)\ + (ad — bc) pour A € R.
Puisque M est dans D3 (R), les valeurs propres de M sont a et d (éventuellement confondues). Ainsi a et
d sont les racines de xp. Le terme constant de ce polynéme unitaire du second degré valant le produit

des racines, on en déduit que ad — bc = ad, c’est-a-dire bc = 0. Ainsi b = 0 ou ¢ = 0, ce qui donne que M
est triangulaire.

MINES — TELEcom 2023

1. Soit f € Z(E) un endomorphisme d'un K—espace vectoriel E qui vérifie f> —5f +6Idg = 0.

1.1. Montrer que Ker(f —2Idg) ® Ker(f —3idg) =E.
1.2. Lendomorphisme f est-il diagonalisable?

2. Pour tout réel x tel que la définition ait un sens, on pose :

2.1

2.2.
2.3.
24.
2.5.

SoLuTiO

1.

N

1.1.

+00 1
¢ =D -2
n=11

Montrer que ¢ est bien définie sur]1,+oo[.
Justifier que ¢ est continue ] 1, +oco[.
Démontrer que ¢ est de classe € Lsur]l,+ool.
Prouver que ¢ est convexe sur |1, +oo].
Déterminer la limite de ¢ en +oo.

On raisonne par analyse — synthése pour prouver la décomposition en somme directe. Dans la suite, on
note Ey = Ker(f —21Idg) et E3 = Ker(f —31dg).
= Analyse : On se donne x € E. On cherche y € E; et z € E3 tels que x = y + z. En composant par f, il
vient f(x) =2y + 3z. Par combinaisons linéaires sur ces deux équations, on en déduit :

y=3x-f(x) et z=f(x-2x
= Synthese : Pour x € E, on définit y et z comme ci-dessus et on va devoir vérifier que x = y+z (1),
y€eEy (2) et ze E3 (3). Le point (1) est trivial. Pour le point (2), il s’agit de vérifier que f(y) = 2y.
Mais, par linéarité de f et avec la relation de I'énoncé, on a f(y) = f3x— f(x)) = 3f(x) — f?(x) =
3f(x)-5f(x)+6x=6x—-2f(x) =2y comme souhaité. On procede de fagon similaire pour vérifier le
point (3).
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On a ainsi prouvé que tout vecteur x de E s’écrit de facon unique sous la forme x = y + z avec y € E; et
z € E3, c’est-a-dire que E = Ker(f — 21dg) @ Ker(f —3idg).

1.2. Lessous-espaces Ker(f —2Idg) et Ker(f —31dg) sont des sous-espaces propres de f (associés aux valeurs
propres 2 et 3). La question précédente prouve donc que E est somme directe d’espaces propres de f.
Ainsi, par le cours, f est diagonalisable.

2. 2.1. Pour tout x > 1, la série de Riemann }_,,-; 1/n* est convergente, c’est-a-dire que ¢(x) existe.

2.2. On utilise le théoréme de continuité d’'une somme de séries de fonctions. Les fonctions u,, : x — 1/n*
pour n = 1 sont continues sur ] 1, +oco[ et pour tout segment [a, b] de l'intervalle ] 1, +oco[, on a, pour
nz1, luplleoa,p) = 1/n% terme général d'une série convergente. Ainsi il y a convergence normale et
donc uniforme de la série de fonctions définissant ¢ sur tout segment de ] 1,+oo[. Le théoreme s’ap-
plique donc et ¢ est continue sur ] 1, +oo[.

2.3. On utilise le théoréme de classe €' d’'une somme de séries de fonctions. Les fonctions u,, sont de
classe €' sur|1,+oo[ avec u),(x) = —Inn/n* pour x € ]1,+oo[ et n = 1. La série de fonctions Y= u,
converge simplement sur ] 1, +oo[ par la question 2.1. Enfin, on peut vérifier que la série de fonctions
Y st u’n converge normalement et donc uniformément sur tout segment [a,b] de]1,+oo[. En effet, on
allu),lcoa,p) =Inn/n® quiest le terme général d’une série convergente par critére de Riemann puisque

JES . . PN ) .
nz Inn/n® tend vers 0 lorsque n tend vers +oo par croissances comparées. Le théoreme s’applique
donc et ¢ est de classe 6! sur]1,+ool.

2.4. Dela méme facon qu’a la question précédente, on pourrait montrer en utilisant le théoréme de classe
%2 d'une somme de série de fonctions que @ est de classe €2 sur]1,+oolavec:
+00 1112 n
vx>1, ¢"(x)=)

n=1

nx

On en déduit immédiatement que ¢” est positive sur] 1, +oo[ et donc que ¢ est convexe sur ] 1,+oo].
2.5. On utilise le théoreme de la double-limite. Pour chaque n = 1, la fonction u, admet une limite lorsque x
tend vers +oo quivaut 1 si n =1 et 0 sinon. De plus, on a, pour 7 = 1, | uplloo,(2,+00[ = 1/n?, terme général
d’une série convergente. Ainsi il y a convergence normale et donc uniforme de la série de fonctions
définissant ¢ sur [2,+oo[ qui est un voisinage de +oo. Le théoreme s’applique et on conclut que :

+00 +00
Jim 9= lim 3 w0 = X lim (=1

s PLANCHE B8 MINES — TELECOM 2023

1. Ftudier la convergence de I'intégrale suivante :

+00 1 1
0 l-et ¢

2. Soit R un prédateur. On note pour A; : « R mange une proie le jour i » pour i = 1. Si R a mangé la veille, il ne
mange pas; s'il n’a pas manggé la veille, il mange avec une probabilité 1/2. On suppose que R n'a pas mangé la
veille du jour 1. On notera p; = P(A;) pour i = 1.

2.1. Calculer la probabilité que R n’ait pas mangé jusqu’au jour n € N*.

2.2. Donner la probabilité que R mange pour la premiére fois le jour n € N*.
2.3. Calculer p;41 en fonction de p; pouri=1.

2.4. Endéduire p; en fonction de i € N*.

SOLUTION

1. Lafonction f: ¢~ e '(1/(1—e"%) —1/1) est continue sur ]0, +oco[. On étudie ensuite le comportement de
I'intégrale en 0 et en +oo.
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s En0, on a par développement limité :

- 1 _l)_ —t(;—l)
fh=e (1_e—t t_e t—t2/2+0(t?) t

- (o
T \1-t/2+00D)

= i (E +o(t))
o |2

et
= 7 +0(1)

On en déduit que f tend vers 1/2 en 0, f est en particulier prolongeable par continuité en 0 et donc
intégrable.
En +o0, aprés mise au méme dénominateur, on a:
~t
e +r-1 t
f=el— ~ el-=¢!

t(l—e™!) t—+o0
et cette fonction donne lieu a une intégrale convergente (intégrale de référence du cours). Par théoreme
de comparaison, I'intégrale étudiée est bien convergente au voisinage de +oo.

En conclusion, 'intégrale proposée est convergente.

2. 2.1. En appliquant la formule des probabilités composées et grace aux données de 1'énoncé, la probabilité

s PLANCHE B9

2.2.

2.3.

24.

cherchée est :
_ _ _ _ _ 1\"
P(Arn---NAp) =PANPL (A2) Py 3~ (An) = (E)
De méme, la probabilité cherchée s’écrit :

. - . . . 1\
PN NAp1 NAR) = PADPE(RD) Py B )Pr i (An) = (5)

On fixe i = 1. La famille (A;,A;) est un systeme complet d’événements. Par la formule des probabilités
totales en version conditionnelle et grace aux données de I'énoncé, on a :

pir1=P(Ais1) =P, (Aj4)P(A) + Pr-(Ar)P(A;)
1
=0-P(A;)+ 5(1 -P(A}))
= 1(1 i)
=5 pi
La suite (p;) ;> vérifie donc la relation p;+; = —p;/2+1/2 pour i = 1. Cette suite est donc arithmético-

géométrique et par la méthode classique de travail sur ce type de suite, on en déduit apreés calculs (on
utilise p; =1/2) :

vis _1f,, =™
=1, pi—§ + oi

MINEs — TELEcom 2023

1. On définit la fonction suivante :

1.1.
1.2.
1.3.
14.

f:C — C
z — iz+(1-0)z

Donner une base de C en tant que R—espace vectoriel.

Montrer que f estlinéaire et donner sa matrice dans la base précédente.
Justifier que f est diagonalisable.

Déterminer la nature de f.
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n

2. Poura>0,onposeS, =) k®sin=1.

k=1

1
Discuter selon a de la nature de la série Z —.

SOLUTION

1. 1.1
1.2.

1.3.

1.4.

wes  PLANCHE B10Q === MiNEs - TELECOM 2023

n=1%vn

La famille Z = (1, i) est bien libre et de cardinal 2, c’est donc une base du R— espace vectoriel C.
Lalinéarité de f est triviale, et on obtient f(1) =1 et f(i) = -2 — i, ce qui donne :

1 -2
Mgg(f)Z(O _l)zM

On travaille sur la matrice M de 'endormorphisme f dans la base %. Cette derniére étant triangulaire
supérieure, on a directement sp(M) = {—1, 1}. M admet donc deux valeurs propres distinctes et est dia-
gonalisable.

Par la question précédente, on peut écrire :

M=PDP ! avec PeGL,(R) et D:(_Ol (1))

On remarque alors que M? = PD?P~! = PI,P™! = I, (ce que I'on aurait pu vérifier directement par le
calcul d’ailleurs). On obtient donc que f est une symétrie par rapport a la droite E; (f) (espace propre
de f associé a 1) parallelement a la droite E_; (f) (espace propre de f associé a —1).

La fonction t — t“ est croissante et continue sur R.. On peut donc écrire, par comparaison série —
intégrale :

k k+1
Vk=1, f t"‘dtsk‘xsf t*de
k-1 k

Ensommantde k=1an =1, on obtient par relation de Chasles :

n n+1
f t“dtssnsf t“dr
0 1

Apres calculs des intégrales aux extrémités, cela donne :

nO(+l (n+1)0(+1 1
<SS s ——— — ——
a+1 a+1 a+1

Les deux extrémités étant équivalentes 2 n®*!/(a+ 1) lorsque 1 — +oo, on en déduit par encadrement
le résultat suivant :

n(x+1
Sp ~
n—+oo o+ 1
Cela donne par inverse :
1 a+1

S, n—+oo potl

Le terme général qui nous intéresse est donc équivalent a un terme général d'une série de Riemann (a
une constante pres). Par théoréeme de comparaison pour les séries a termes positifs, on en déduit que
Y .=11/S, converge si et seulement si a+ 1 > 1, c’est-a-dire si et seulement si a > 0.

1. Pour tout réel x, on pose, sous réserve d’existence :

+00 2
f(x) =f e " cos(xt)dt
0

1.1. Donner le domaine de définition D de f.

1.2. Montrer que f est de classe € sur D.

1.3. Justifier que f est solution d'une équation différentielle homogene d’ordre 1 sur D.
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1.4. En déduire une expression de f al’aide des fonctions usuelles.
On donne [;® e " dt = /m/2.

2. Onpose, pour (a,b) € R? et (cy,...,cp) ER™:

c6 b - - b
a ¢ b
M=
b
a a ¢,

2.1. SiJ e 4, (R) estlamatrice dont tous les coefficients valent 1, que peut-on dire de I'application f quia x e R
associe det(M + xJ) ?

2.2. Sia# b, calculer det(M).

SoLUTION

1. 1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

2.2,

. _ . . .
Soit x € R. On pose g(#,x) = e~ cos(xf) pour ¢ = 0. La fonction 7 — g(f, x) est continue sur R, et il suffit

de prouver l'intégrabilité au voisinage de +oo pour conclure. On a | g(t, x)| <e ettte qui tend vers
0 lorsque t tend vers +oo par croissance comparées. Ainsi, par théoreme de comparaison et critere de
Riemann, I'intégrale est bien convergente au voisinage de +oo. Finalement, f est définie sur D = R.
Soit k € N*. On va appliquer le théoreme de classe €~ des intégrales a paramétre.

m Pour =0, la fonction x — g(t, x) est de classe &% sur R avec akg/axk(t, X) = tke‘t2 cos(xt— km/2)
pour x € R;

m PourxeRetpe[l,k—1],lafonction t — 0P g/0xP(t,x) est intégrable sur R, en tenant le méme
type de raisonnement qu’a la question précédente;
Pour x € R, la fonction t — Gkglaxk(t, X) est continue sur R, ;
Pour xeRett=0,0na:

6k
280

2
. <tket
0x

qui est continue par morceaux et intégrable sur R, par critére de Riemann.

En conclusion, la fonction f est de classe ©’* sur R et ce pour tout k € N*, c’est-a-dire que f est de classe
€ sur R.
Avec la question précédente, f est dérivable sur Retona:

+00 2
VxeR, f(x)= —f te U sin(xr) dt
0

t

RS PR S 2 s
Par intégration par parties généralisées (en intégrant t — —te™ ", il vient :

+00

X +o0
- Ef e~ cos(xt) dt
0

*[2

VxeR, f(x)= eTsin(xt)

0
Le crochet généralisé étant nul, on obtient '+ x/2f = 0.
Apres résolution de 'équation différentielle homogene du premier ordre trouvée a la question précé-
dente, on peut affirmer qu’il existe K € R tel que f(x) = Ke x4 pour tout x € R. Avec la valeur donnée
par I'énoncé pour f(0O), on conclue que :

VxeR, f(x)= ge_ﬁ

Soit x € R. Au sein du déterminant de M + xJ, on peut soustraire a chaque colonne d’'indice plus grand
que 2 la premiere puis développer le déterminant par rapport a la premiere colonne pour justifier que
la fonction f est polynomiale de degré au plus 1.

Avec la question précédente, on peut écrire f(x) = ax + p pour tout x € R. Comme on a trivialement
(déterminants de matrices triangulaires) f(-a) = (¢c; —a)--- (¢, — a) et f(=b) = (c; — b)--- (¢, — D), on
peut facilement trouver a et § par résolution d'un systeme a deux équations et deux inconnues (on se
sert du fait que a # b. Finalement, apres calculs, on a:
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b[[(ci—a)—a]](c;i—b)
i=1 i=1

b—a

det(M) = f(0) =P =

PLANCHE B11 === MiNEs - TELECOM 2022

1. Soit A € S,;(R) non nulle. Montrer que :

2. On

Tr(A)?
Tr(A2)

<rg(A)

se donne uy €]2,+o0[ et on pose :

YneN, upy1 =vV2+uy,

Etudier la nature de la série Y, (4, — 2).

SoLUTION

1.

Grace au théoréme spectral, il existe P € O,,(R) telle que P~ ' AP soit diagonale. En notant A1, ..., A, les valeurs
propres non nulles de A, on peut donc écrire PlAP=DouD= diag(Ay,...,Ar,0...,0). On sait que A et D
sont semblables et on peut facilement montrer que A? et D? le sont puisque P~1A%p = (P1AP)(P~1AP) = D2
Deux matrices semblables ayant méme trace, il vient grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(0] 8

i=1

Tr(A)?2 = Tr(D)? =

-
Z)\§) = rTr(D?) = rTr(A%)

= i=1

Enfin, deux matrices semblables ayant méme rang et grace a la définition des (A;)eq1,-], On remarque que

r =rg(D) = rg(A), ce qui permet de conclure par division par Tr(A?), ce nombre n’étant pas nul puisque I'un

au moins des (A;);eq1,-] €st non nul sans quoi la matrice A serait diagonalisable avec 0 pour seule valeur

propre et serait donc nulle.

On est en présence d'une suite récurrente. En notant I = ]2, +oo|[, on prouve facilement par récurrence que

U, € I pour tout n € N. Apres étude classique de f: x— v2+xet g: x— f(x)—x sur I, on trouve que (¢4,) yen

est décroissante et minorée par 2 et qu'elle converge donc vers I'unique point fixe f sur I, a savoir 2. Soit

n e N. Grace au théoréme des accroissement finis appliqué a la fonction f sur [2,u,], il existe c€ ]2, u, [ tel

que f(uy) — f(2) = f'(¢)(un —2). On en déduit :

1
ltne1 =21 = | fup) = F@)] = | f'(©)(up - 2)| = 5 lun =21 < 7 lun =2

1
ve+2
ol la derniere inégalité découle de ¢ = 2. On en déduit immédiatement par récurrence que :

1
VneN, Iun—2|s4—|uo—2|

n

Finalement, par comparaison a une série géométrique convergente de raison 1/4, la série }_,>o(u, — 2)
converge absolument et donc converge.

PLANCHE B12 === MiNEs - TELECOM 2022

1. On pose, pour x € R, 1a o1 cela a un sens :

1.1
1.2.
1.3.

B( )_f+°° tint
o= o (d+12)x

Donner I'’ensemble de définition D de la fonction F.

Montrer que F est continue sur D.
Déterminer, si elles existent, les limites de F aux bornes de son domaine de définition.
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2. Soit M € ., (R) telle que M2 =M +1,, =0 et M'M = MMT. On pose Q = M™TM.

2.1. Montrer que M3 = —I,,.

2.2. Prouver que Q3 =1,,.
2.3. Démontrer que M € O, (R).

SOLUTION

1.

1.1.

1.2.

1.3.

Soit x € R. La fonction f: t — (tInt)/(1 + 2)* est continue sur R, (apres prolongement par continuité
en 0 en posant f(0) = 0 par croissances comparées). La convergence de l'intégrale définissant F(x) dé-
pendra donc de 'intégrabilité de f au voisinage de +oco. Au voisinage de +oo, f est de signe constant et
on al’équivalent :

Int
I e 21
m Si2x-1>1, cest-a-dire si x > 1, on peut justifier I'intégrabilité en +oo de cette fonction a I'aide
d’un critere de Riemann (multiplier par t*).
m Si2x—-1=1, cest-a-dire si x = 1, cette fonction n’est pas intégrable en +co puisque minorée par
t— 1/t qui n'est pas intégrable en +oo.
s Si2x—1<1, méme conclusion, cette fonction n’est pas intégrable puisque minorée par t — 1/t qui
n’est pas intégrable en +oo.

En conclusion, par théoréme de comparaison, 'intégrale F(x) existe si et seulement x € ]1,+oc0[=D.
On utilise le théoreme de continuité des intégrales a parametres. Les hypothéses simples se vérifient
toutes facilement et pour I'hypothése de domination, on écrit :
tint
1+ r2)*

tlint|

Vxela,blcD, VteR,, S0+ e

et on remarque que cette fonction est bien intégrable sur R, d’apres la question précédente avec x = a.
Soit (xy) ,eny Une suite tendant vers +oo. On pose gy, : t — (tInt)/(1+ t?). Les (gn)nEN sont continues
sur R, et la suite converge simplement vers la fonction nulle sur R, qui est continue sur R;. De plus,
puisque (x,) ,en tend vers +oo, il existe un rang ng € N tel que x,, = 2 pour tout n = ny. Ainsi :

tlIn¢|
(1+12)2
qui est une fonction intégrable sur R.. En conclusion, par le théoréme de convergence dominée, on
obtient que :

VYn=ny, VieRy, |gu(n)|<

+o00o

+00
lim F(x;)= lim gn(t)dt:[ lim g,(H)dt=0
n—-+oo n—+oo Jq 0 n—+oo

Ceci valant pour toute suite (x,) ey tendant vers +oo, par caractérisation séquentielle, on obtient que
limy_ o0 F(x) =0.

En 1, on remarque d’abord que, par croissance de 'intégrale, la fonction G : x — f1+°°(tln 0/ +r2)*de
est décroissante sur D. Ainsi, par le théoreme de la limite monotone, soit lim,_; G(x) existe, soit on
a lim,_; G(x) = +o0. Si la limite existait, en la notant £ € R, on écrit, par positivité et croissance de
I'intégrale :
too  flnyt A tlnt A tlnt
VA=1, Vx>1, Gx)= ———dt= ———dt= —
1 (L+72)* 1 (1+12)* 1 (1+12)
En passant a la limite x — 1, on obtient :
A tint
VAz1, (=
1 (1+12)

ce qui n'est pas possible puisque le terme de droite tend vers +oco lorsque A — +oo ('intégrande n’est
pas intégrable au voisinage de +oco comme étudié en question 1.1). Ainsi lim,_.; G(x) = +co. Comme la
fonction H: x — fol (tIn8)/(1 + 2)* dt est continue en 1 (refaire le raisonnement de la question 1.2), elle
tend vers H(1) € R. Par somme, on conclut que limy_.1 F(x) = +oo0.

2. 2.1. Onadirectement en utilisant la relation de 'énoncé M3 =M-M2 =M-(M—1,)) = M? -M = —1,,.

2.2.

Puisque M et MT commutent, il vient Q3 = (MTM) MTM)(MTM) = (M3) ' M3 = (-1,)T - (<1,)) = L,..
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2.3. Lamatrice Q est symétrique réelle et est donc diagonalisable par le théoréeme spectral. Avec la question
précédente, le polynome X° — 1 est annulateur de Q de sorte que sp(Q) < {1}. Ainsi Q est diagonalisable
avec 1 pour seule valeur propre donc Q2 =1,,. Cela donne MT™™ =1,,, c’est-a-dire M € O, (R).

wemss  PLANCHE B13 === MiNEs — TELECOM 2022

1. Soit E un K—espace vectoriel. On se donne s € .Z(E) une symétrie. On définit ensuite ¢ en posant :
1
Yue Z([E), o= E(uos+ sou)

1.1. Justifier que ¢ est un endomorphisme de .Z (E).
1.2. Déterminer un polyndme annulateur de ¢.
1.3. Lendomorphisme ¢ est-il diagonalisable?

2. SoitB8€]0,n[. On pose, pour tout réel x € R ol cela a un sens :

+00
f(x)=) sin(nB)x"
n=0
2.1. Parl’absurde, montrer que la suite (sin(70)) ey ne converge pas vers 0.
2.2. Donner le rayon de convergence de la série entiére définissant f.
2.3. Exprimer f.

SOLUTION

1. 1.1. On aimmédiatement que @(u) € Z(E) pour u € Z(E) et la linéarité se vérifie sans probleme.
1.2. Lidée est de calculer les composées successives de ¢ jusqu’a trouver une relation entre ces dernieres.
Apres calculs, on trouve que Lp3(u) = @(u) pour tout u € .Z(E) de sorte que P(X) = X® — X convient.
1.3. Le polynéme P étant annulateur de ¢ et scindé a racines simples, ¢ est diagonalisable.

2. 2.1. Supposons que la suite (sin(n0)) ,en converge vers 0. Avec de la trigonométrie, on aurait :
VnelN, sin((n+1)0)=sin(n0)cos(0) + sin(6) cos(n0)

Comme les termes sin((n + 1)0) et sin(n0) tendent vers 0 lorsque n tend vers +oco par hypothese, on
obtient que sin(0) cos(n0) tend vers 0 lorsque 7 tend vers +oo. On peut alors écrire :

0 = sin%(0)cos?(n0) 0 = sin?(0)(1-sin?(n0))
n—+o0o n—+o0o n—-+oo

sin(0) cos(nO) 0

Mais sin?(0) (1 — sin?(10)) tend vers sin?(0) lorsque n tend vers +oo donc par unicité de la limite on doit
avoir sin%(0) = 0, ce qui n’est pas possible puisque 0 €10, [. D’ol le résultat.

2.2. Comme la suite (sin(n0)1"),en ne converge pas vers 0 d’apres la question précédente, le rayon de
convergence R recherché vérifie R < 1. De plus,on a:

VnelN, |[sin(nB)|<1

de sorte que par comparaison le rayon R est supérieur a celui de la série entiére }_,,- x”, lequel vaut 1.
AinsiR=1etdoncR=1.
2.3. Oncommence par se placer sur l'intervalle ouvert de convergence en prenant x € | -1, 1[. On écrit alors :
+00 o0
flo= Z sin(n@)x" = Im( e’”ex”)
n=0 n=0
+00 . n
= Im(z (e’ex) )
n=0

=Im|—
(l—xele)

Léchange entre la partie imaginaire et la somme infinie de la premiere égalité pourrait se justifier en
revenant aux sommes partielles et en passant a la limite; et la série géométrique en présence est bien
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convergente puisque la raison vérifie |xei9| = |x| < 1. 1l reste enfin a calculer la partie imaginaire en

question, ce qui se fait classiquement en multipliant par le conjugué en haut et en bas :

( 1 ) 1—xe 0 xsin(0) xsin(0)
f@)=Im[{———|=Im — — = -
1— xel® - xelef - xe.ze|Z 1-2xcos(0) + x2

PLANCHE B14 MINES — TELECOM 2021

1. Six€eR, on pose, lorsque cela aun sens:

too] —cost
f(x):f —ze‘x’dt
0 r

1.1. Justifier que f est bien définie sur R..
1.2. Montrer que f est continue sur R,.
1.3. Prouver que f est de classe 2 sur R*.
1.4. Déterminer la limite de f et f' en +oo.
1.5. Pour x > 0, démontrer que :

f(x)=Inx- %ln(l +x3)

puis en déduire une expression de f sur R}.
1.6. En déduire la convergence et la valeur de 'intégrale suivante :

togint
[y,
0 t

2. Soit A € ./, (C) dont le polyndme caractéristique est scindé a racines simples.

2.1. Montrer que la famille (I,, A, AZ, ... A" 1) estlibre.

2.2. SoitB e .4, (C) qui commute avec A. Prouver que B s’exprime comme combinaison linéaire de I, A, A2 AL

PLANCHE B15 MINES — TELECOM 2021

1. On étudie I'intégrale suivante :

*t© Int
sz LA
0 1412

Justifier que cette intégrale est bien définie puis la calculer a I'aide d'un changement de variable.

2. On s’intéresse a I'évolution d'une population de lapins sur une année. N est la variable aléatoire modélisant le
nombre de naissances a I’année, elle suit une loi de Poisson de parametre A.
A chaque naissance, un male nait avec une probabilité p€]0,1[. Onnote X et Y les variables aléatoires donnant
les nombres de naissances sur une année de males et de femelles.

2.1. Pour n €N, donner la loi de X conditionnellement a (N = n).
2.2. Endéduirelesloisde X etY.

PLANCHE B16 MINES — TELECOM 2021

1. On pose, pour x € R et lorsque cela a un sens :

+oon(1 + x12)
f(x)—fo t(1+13) dt
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1.1. Déterminer le domaine de définition D de f.
1.2. Justifier que f est de classe ¢’ sur D et donner f.

Soit x = (x1,...,x,) € R" tel que || x|l = 1. On pose A = (XiXj)1<i,j<n € Mn(R).

2.1. Montrer que A est diagonalisable et que I'endomorphisme de R” qui lui est canoniquement associé est un
projecteur orthogonal.

2.2. Déterminer ses valeurs propres.

PLANCHE B17 MINES — TELECOM 2021

Soitn=1.

1.1. Rappeler I'identité de Cauchy-Schwarz.
1.2. Montrer que:

L k\/_sn(n+l)\/m
2v3

k=1 V3
1.3. Trouver les valeurs de o > 0 pour lesquelles on a, pour tout (x1,...,x,) € R™:
n n
Y x| <oy [ 3 %2
k=1 k=1

On pose pour x réel :
+o0o 1 _ t
Fo= [ g
0 t

2.1. Montrer que F est bien définie sur R et paire.

2.2. Prouver que |sinu| < u pour u € R;.

2.3. Montrer que F est dérivable sur R et donner F'.
2.4. Justifier que F est deux fois dérivable et donner F”.
2.5. Endéduire F.

PLANCHE B18 MINES — TELECOM 2021

On pose pour x réel et k entier :

X Int 1
F(x) = dr t Ie=| tFlnrds
(x) f1 152 e k fo n

1.1. Montrer que F est bien définie sur R}.

1.2. Calculer F' sur R} et déterminer le signe de F.

1.3. Montrer que F admet une limite finie en 0*.

1.4. Justifier que I est bien définie pour k € N* et la calculer.
1.5. Exprimer F(0) comme la somme d’une série.

Soit (A, B) € .4, (R)? avec A symétrique dont les valeurs propres sont positives.
Montrer que AB +BA = 0 si et seulement si AB =BA = 0.

PLANCHE B19 MINES — TELECOM 2019
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1.
2.
SOLUTION
1. 1.1.
1.2.
1.3.
2. 2.1
2.2.

mes  PLANCHE B20Q === MiNEs - TELECOM 2019

1.

On pose, pour n € N* :

[“’0 sin(x)
I,=
0

x(1+ n2x2)

1.1. Justifier I'existence de I,,.

1.2. Trouver la limite de I,,.

1.3. Trouver un équivalent simple de I,.

Soit M € .#,,(C) dont les coefficients sont nuls saufles (m; ;_1)2<i<, qui valent 1 et les (m; ,)1<i<n qui valent —1.

2.1. Trouver les valeurs propres de M.
2.2. M est-elle diagonalisable?

%. Elle est continue sur R} . Elle est équivalente en 0 a 1 et comme
1

x — 1 estintégrable sur ]0, 1], f;, est intégrable sur ]0,1]. Pour x = 1, on a | f,;(x)| < # Comme x — el
n21x2

Pour n € N*, on pose f;; : x —

est intégrable sur [1, +oo[, par linéarité, x —
intégrable sur [1, +ool. I, existe donc.

On fait le changement de variable u = nx. x — nx est de classe €' sur R* et bijective de R* sur R*. On
. _ +00 sin(%)
obtientI, = /; V)

sin( )

gn U= L est continue sur R}. (g,) converge simplement vers 0 sur R} et 0 est continue sur R7.
PourueR} etneN*,ona

est intégrable sur [1, +oo[ et par comparaison f;, est

du. On applique alors le théoreme de convergence dominée. Pour tout n € N*,

- 1
n(l+u?) 1+u?

[gn(u)] <

etu— ﬁ est intégrable sur R} (équivalenta u— lenOeta u— ﬁ en +oo0). On conclut donc par le

théoréme de convergence dominée que I,, converge vers 0.
_ [+oo _sin(3)
On a nl, = [ T(0112)

du. On applique a nouveau le théoreme de convergence dominée, comme

L. Ontrouve alors nl,, —

< 1, on trouve directement comme fonction de domination u — Tl
n—+oo

sin(t)
t

+oo 1 _n . e . o, 1 [P ~
Jo 1,z 4u = 3 en calculant cette intégrale par primitivation de u — 17> avec Arctan. D'ou I, T
s
2n*

On trouve, en développant suivant la premiéere ligne que xm,,, = Xxm, + 1. On montre alors par récur-

n
rence sur n € N*, que xm, = Y. X¥.
=

. n+1_ . .
1 n’est pas racine de Xy, et pour z # 1, on a xu,, (2) = lel et donc les racines de xu,, sont les racines
n+ 1l-iemes de 'unité, excepté 1.

Les racines de Xy, sont toutes simples, X, est donc scindé a racines simples, M, est diagonalisable.

On pose, pour tout réel x ot I'intégrale est bien définie :

+00 e—tx
F(x) =f —dt
0 V1+41¢2

1.1. Déterminer le domaine de définition D de F.

1.2. Montrer que F est de classe € sur D.

1.3. Déterminer lim F(x).
X—+00
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2. On étudie la matrice A =

S O O+

o O = Q

oA
Q

A quelles conditions A est-elle diagonalisable 2

SOLUTION

1.

—ix
1.1. Pour ER, fy:t— 4= ntin rR;.
our tout x f W est continue sur R,

= 0(%) et donc f est intégrable sur [1, +oo[, puis sur [0, 1] par continuité. Donc F(x)

e 1x

Pour x > 0, \/77

est définie.
Six<0, % = O(fx(1) et donc fy n'est pas intégrable sur [1,+ool (sinon, #— % le serait) et comme f; est
positive, f1+°° fx diverge : F(x) n'est pas définie.
Finalement, D = R7.
1.2. Soit ke N*.

—Ix
VxeRY, t— 2

\/1J;t2
—IXx

€ ey — K .
VieR,, x W est de classe € " sur R,

* L, =nle :
VxeRi, Vie[l, k], ¢t N est continue sur R, .
Soit [a, b] <R} . Soit x € [a, b], soit t e Ry, € [1, k],

est continue et intégrable sur R, .

tle_m
<

Vit

(_t)le—tx
V1+12

l,~ta . . P s qe P
Le — est continue sur R, etintégrable sur R, car négligeable devant ¢ — [iz au voisinage de +oo et

continue sur [0, 1].
Par le théoréme de dérivation d’une intégrale 2 paramétre, F est de classe €* sur R* pour tout k € N* et
donc F est de classe € sur R;.

1.3. On utilise la caractérisation séquentielle de la limite : soit (x,) une suite de réels strictement positifs
divergeant vers +oo. On étudie la limite de (F(x,)) en lui appliquant le théoréme de convergence domi-

e~ txn

Vit®

[ —

née. On pose, pour n€N, f;, : t—
Chaque f}, est continue sur R, .
(f) converge simplement vers la fonction h: t — 0 pour t >0 et 1 si £ = 0. h est continue par morceaux
sur R,.

(x,) divergeant vers +oo, il existe un rang ng a partir duquel x, = 1. Alors, pour n € N, n = ny et pour
teR:, |fu() < \/%, qui ne dépend pas de n et qui est continue et intégrable sur R.

On peut appliquer le théoreme de convergence dominée et (F(x,)) converge vers fO+°° h=0.
Finalement, F(x) e 0.

2. Le polynome caractéristique de A est (X —1)?(X — 2)? et donc A est diagonalisable si et seulement si les deux

sous-espaces propres sont de dimension 2, i.e. si et seulement si les matrices A —1, et A— 21, sont de rang 2
(théoréme du rang).

0 a b ¢
0 0 d e N N Lo

OrA-I= 00 1 ff Les deux derniéres colonnes sont linéairement indépendantes, donc le rang vaut
0 0 0 1

au moins 2 et le rang de A vaut 2 si et seulement si la deuxiéme colonne est combinaison linéaire des deux
derniéres, ce qui vrai uniquement dans le cas ott a = 0.

-1 a b c
0 -1 d e . . .
Pour A-2I, = o o0 o f en regardant les lignes, elle est de rang 2 si et seulement si f = 0.
0 0 0 O

Finalement, A est diagonalisable si et seulementsi a=0et f =0.

— PLANCHE BZ‘] . MINES — TELECOM 2100 T
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1. Soit a € R. On introduit la fonction f définie sur R par f(s) = ae

1+s°

1.1. Montrer que f est développable en série entiere et donner le rayon de convergence de son développement.

1.2. Trouver a pour que f soit la fonction génératrice d'une variable aléatoire X a valeurs dans N.

1.3. Donner laloi de X et 'espérance de X.

2. Onintroduit la matrice :

1 1 1 0

1 0 01
D=

1 0 - 1

11 --- 10

Donner le rang de D, son image, son noyau. La matrice D est-elle diagonalisable

SOLUTION

1.

1.1. PourseR,ona

+00 2n +00
N ae o,

f(9=aexe =ae) —=Y =&
n=o M o M
f est bien développable en série entiere et I'écriture précédente étant valable pour tout s € R, le rayon
de convergence est +oo.

1.2. Si f estune fonction génératrice, on doit avoir, f(1) = 1, d’oi1 ae? = 1 et finalement, a = e~2.
Réciproquement, si on suppose que a = e 2, les coefficients du développement en série entiere de f
sont positifs, leur somme fait 1, donc f est bien une fonction génératrice.

1.3. Xestavaleurs dans 'ensemble des entiers naturels pairs. Et par définition, pour n € N,

1
PX=2n)=—.
en!

Comme f est dérivable en 1, X posséde une espérance et E(X) = f'(1) = 2e~2e® = 2.

2. Onsuppose n supérieur ou égal a 3. Le rang de D est 2 (on regarde les lignes), son image est le plan engendré

mosss PLANCHE B22 === MINEs - TELECOM 2019

pare;+e,etex+---+e,_q.

Par le théoreme du rang, le noyau de D est de dimension n —2 et est engendré par
(e1—ex—ep,e1—e3—ey,...,e1 —e,—1 —ey), ol (e;) est la base canonique de R”.

0 est donc valeur propre de D et son sous-espace propre est de dimension n — 2.
Onposeu=e;+e,etv=er+--+e,_1. (1, v) engendre dimage de D. Cette image est stable par D et, en
notant d 'endomorphisme de R” canoniquement associé a D, d(u) = u+2v et d(v) = (n—2)v. La matrice

. . o 1 . . P
représentative de d restreint al'image de d est ( ) Cette matrice a pour polyndéme caractéristique est

n
2 0
X% —X —2(n-2) dont le discriminant est strictement positif, donc il posséde deux racines réelles distinctes
(pour n = 5, ces racines sont —2 et 3). Ces deux racines sont des valeurs propres de D, distinctes et non
nulles. Leurs sous-espaces propres sont de dimension 1 et donc la somme des dimensions des sous-espaces

propres vaut n = D est diagonalisable.

1. Onintroduit la fonction f définie par:

1 1-1t
fn= ﬂ“(m)

1.1. En utilisant la parité de f, montrer que f est intégrable sur]—1,1[.

1.2. Donner le développement en série entierede g : ¢ —In(1—¢) —In(1 + ) sur] -1, 1[.
1.3. Calculer [, f(r)dt.
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2. Pour neN*, on pose:

1+---+n!

d, =
n!

2.1. Pour tout n € N, donner une relation entre d, . et d,,.

2.2. Montrer que (d;) =1 est majorée par 2.

2.3. Endéduire la convergence de (d;) ;>1-

2.4. Ftudier la nature de la série ¥

SOLUTION

1. 1.1

1.2.
1.3.

2. 2.1.
2.2.
2.3.

24.
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n1An/n® ot e N*,

f est paire. 1l suffit donc de montrer que f est intégrable sur [0,1]. Or, f est continue sur [0, 1]. Par
ailleurs, f est équivalent en 1 a ¢t — In(1 — t). Par changement de variable # — 1 —t, on se rameéne a
I'intégrabilité de x — In(x) en 0 ce qui est connu.

t (- l)” ltn B oo t2n+1
Pour t€]-1,1[,onag(f) = —Z Z — 22 5T
[ estdonc développable en serle entlere sur] —-1,1[ et pour te]—1,1[,ona

+00 2n

f(t):_2n202n+1‘

On utilise alors la parité de f et le théoreme d’interversion somme-intégrale.
2n

. t

Pour neN, onpose f,: t— —257.

Chaque f}, est continue et intégrable sur [0, 1[ (car prolongeable par continuité a [0, 1]).
Y fn converge simplement sur [0, 1[ vers f, continue sur [0, 1].
Pour n €N, on pose u;, = fol [fnl.Onau, =25—"— PTTSIE ). u, converge.

(2n+1
Par le théoréeme d’interversion somme intégrale,

+00 1

1
f f(ndr=-2
0

= 2n+1)2

Et dongc, par parité,

1 +00 1
fdt=-4) ——.
1;1 n—o 2n+ 1)2
&, nz R n?
En utilisant, é —z = g et en séparant les termes pairs et ceux impairs, on trouve Z | EneIE =5 et

donc

1 2
bl
(Ndt=——.

f—r ! 2
Pour n €N, on trouve d;,+1 = ndfr +1.
On montre alors par recurrence sur n € N*, que dn < 2 et comme c’est vrai pour n = 0, on a le résultat.
PourneN,d,.1—-1= ” etdonc |d+1 — 1| < == n+1 ((dy) est clairement a valeurs positives). Comme nil
tend vers 0 lorsque n tend vers oo, par domination (d,+1) converge vers 1 et par décalage, (d,) converge
vers 1.

Pour a € R, alors

Z—ﬁ ~ anx et donc la série converge si et seulement si o > 1.
n—+o0o

1. Soit A € ./, (R) une matrice telle que A(A—1,)> =0, A(A—1,) #0 et (A—1,)> #0.
La matrice A est-elle diagonalisable ?

2. On définit une fonction f en posant, 1a ot cela a un sens:

0 In(n+ e™)

fo=2) —3

n=1
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2.1. Trouver le domaine de définition D de f.
2.2. Lafonction f est-elle continue sur D?
2.3. Lafonction f est-elle de classe €' sur D?

SOLUTION

1. XX -1)% annule A, donc le spectre de A est inclus dans {0, 1}. A —1I,, n’est pas inversible, sinon, A(A—-1,) =0
et A n'est pas inversible, sinon, (A —1,)?> = 0. Donc 0 et 1 sont valeurs propres de A. Les valeurs propres
de A sont donc exactement 0 et 1. Si A était diagonalisable, A(A—1,) = 0, ce qui est faux, donc A n’est pas

diagonalisable.
. nx . P ) P . .
2.2.1. Six>0, ln(”n%) - % qui est le terme général d'une série de Riemann convergente. Si x < 0,
n—+oo
In(n+e™") In(n) . 4ol 1 ) : P
B B Or ce dernier terme est négligeable devant -7, donc c’est bien le terme général
n—+o00

nx
d’une série convergente. On a donc la convergence de ). ln(”n;f) sur D =R.
n=1

2.2. On pose, pour n € N*, f,, 1 x — m(”n%nx) Pour x < 0,0 < f(x) < ln(;l—;rl), donc | fulloo < ln(:l’—;U, le der-
nier terme est bien le terme général d'une série convergente par ce qui précede. Par comparaison, )_ f,
converge normalement et donc uniformément sur D et comme chaque f;, est continue sur D, f est
continue sur D par le théoréeme de continuité de la somme d’une série de fonctions. Sur R, on prouve
la convergence normale et donc uniforme de la série de fonctions sur tout segment [a, b] < R, en écri-
vant:

nx nb
Vxela,b], VneN*, ‘ln(”;l’f ) sln(ngf )

qui est le terme général d'une série convergente d’apres la question 1.
2.3. Chaque f;, est de classe €' sur D. Pour x € D, pour n € N*,
nenx enx 1

folx) = <5

n3(n+e™)  n*(n+e™) n?

I filleo < # et donc Y. f}, converge normalement sur D. Par le théoréme de dérivation de la somme
n=1

d’une série de fonctions, f est de classe ¢! surD.
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1. On définit une fonction F en posant, 1a o1 cela a un sens :
n(t
F(x) = f L dr
0o I+x

1.1. Montrer que F est de classe € Lsur R* et calculer F'(x) pour tout x € R%.
1.2. Montrer que :

2
VxeR:, F+F(L)=2p) - 2

2. On définit la matrice A = (a;,j)1<i,j<n € #n(R) en imposant a; ; =4 si i = j et 1 sinon pour tout (i, j) € [1, nl?.
Montrer que que A est diagonalisable et donner les éléments propres de A.

SOLUTION

1. 1.1. Posons f: (x, 1) — 1;1—(2

Pour x € R}, t— f(x, t) est continue sur ]0, 1] et intégrable sur 10, 1] car équivalenten0a ¢t —

Pour £ €]0,1], x — f(x,t) est de classe €1 sur RY.
* of _ _ In® .
Pour xe R, t— a(x, t) = ~Uen? est continue sur |0, 1].

Pour [a, b] c R}, pour x € [a, b], pour £ €]0,1],

In(7)
—~ -

[In(1)]
(t+a)?

‘%(x,t)‘s
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2.
I
1. 1.1
1.2

ett— (li-l;l—_(ut))z‘ est intégrable sur 0, 1] pour les mémes raisons que précédemment. On peut donc appli-

quer le théoréme de dérivation d’'une intégrale a parametre. F est de classe €' sur R* et pour x € R*,

1 1
F'(x)=- In(2) dt=— lim In(z) .
(t+x)2 e—0tJe (t+x)2

Pour € €]0, 1], on fait une intégration par parties et on trouve

_/1 In(®) _¢eln(e) N In(1 + x) B In(e + x)
e (t+x2  e+x X x

On peut alors passer a la limite lorsque € tend vers 0 : on trouve, par croissances comparées,

In(1+x) B In(x)
_— s

F(x) =

2
1.2. Posons G:x— F(x) +F (1) + 205 Gest de classe €' sur R et pour x>0,

- _i,(l) In(x)
G x)=F(x) x2F P +_x =0.

G est donc constante sur R}, or sa valeur en 1 est 2F(1). D’ou1 la formule voulue.

A est symétrique réelle, elle est donc diagonalisable par le théoréme spectral.

On calcule le polyndme caractéristique : aprés la sommation de toutes les colonnes dans la premiere, la mise
en facteur de (X — (n+3)) et'ajout a toutes les colonnes, a partir de la deuxieme, de la premiere colonne, on
trouve un déterminant triangulaire et donc

Xa=X-(n+3)X-3"1

On note (e;) la base canonique de R". On trouve que e; + - -- + e, est vecteur propre de A associé a la valeur
propre n + 3 et donc, par dimension, E;+3(A) = Vect(ey + - + ep).

A —3I,, est la matrice qui ne contient que des 1 et donc e; — ey, ..., e; — e, sont des vecteurs de son noyau et
donc des vecteurs propres de A associés a la valeur propre 3. Par dimension, E3(A) = Vect(e; —e»,...,e1 —ep).
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. Soit (A,B) € ., (R)2. Calculer en fonction des coefficients de A et de B, la quantité Tr(‘AB).

. On munit .4, (R) du produit scalaire canonique (A|B) = Tr(AB) et on note ||.|| sa norme associée.
Montrer que pour tout (A, B) € .4, (R)?, on a [|AB||? < [|Al|?|B|I?.

4 1 1

2. OnposeA=[2 1 1.

2 1 3

Pour n €N, on pose t; = Tr(A").

2.1

2.2.
2.3.
2.4.

SoLuTiO

1.

. Déterminer Ker(A —21I3).

La matrice A est-elle diagonalisable dans .4, (R) ? Dans .4, (C)?
Pour n € N, trouver une relation entre t,,+3, t;+2, tn+1 €t £y.
Quel est le rayon de convergencede -, x" ?

N

1.1. Sionnote A= (a; ;) et B=(b; ;). On trouve

n n n n n
Tr(‘AB) = Z (AB)g ko = Z Z([A)k,lBl,k = Z Z ay by k.
=1 k=1i=1 k=11=1
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1.2. Soit (A,B) € 4, ([R)?,
2 n n 9 n n n 2
IABI* =3 3 (AB)] = > > | 2 anibik] -
k=11=1 k=11=1\i=1

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R” muni du produit scalaire canonique,

n
Ya, Y Y b <IAIPIBI.

1i=1 k=1i=1

IABI?< YY" (Z ai; Y. bi,k) <
k=11=1\i=1 =1

n
1=

2. 2.1. Ontrouve Ker(A — 2I3) = Vect((1,0,-2).
2.2. On trouve

XA=X2—8X2+14X -4 =(X-2)(X? - 6X+2) = X-2)X -3 - V)X -3+ V7).

Comme il est scindé a racines simples, A est diagonalisable dans .43 (R).
2.3. Par le théoreme de Cayley-Hamilton, le polynéme caractéristique de A est aussi un polynéme annula-
teur et donc A3 — 8A% + 14A — 413 = 0. Pour n € N,

An+3 _8An+2 + 14An+1 _4An =0
La trace étant linéaire, on trouve
t}’l+3 - 8tn+2 + 14tn+1 - 4tl’l =0.

2.4. Aestsemblable ala matrice diagonale D comportant 2, 3 + V7et3—+7surla diagonale. Pour n € N, A"
est semblable a D" et donc
h=2"+B+VD"+B-VD"
Or3-+v/7¢€]0,1[, donc 3— v7)" converge vers 0.

~ n sdui -1
3++v7>2donc t, L B v7)". On en déduit donc que R 7
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1. Soit E un espace vectoriel dont on note Id I'identité. On considere u € £ (E) tel que u?-5u—-61d=0.
Montrer que E = Ker(u+ Id)® Ker(u —61d).

2. Pour n € N, on définit une fonction f, sur R, en posant :

V=0, )= ————
I = T g

2.1. Pour n €N, montrer que la fonction f;, est intégrable sur R, .

2.2. Déterminer :

+00

lim fa(0dt
0

n—+oo
SOLUTION

1. P=X%2-5X-6=(X-6)X+1) annule u. Comme u est scindé a racines simples, u est diagonalisable et son
spectre est inclus dans {1, 6}.
Ou bien le spectre de u est réduit a {—1}. Alors, u étant diagonalisable, # = — Id et donc Ker(u+ Id) = E et
Ker(u —61d) = {0} et la relation demandée est vraie.
On procede de méme si le spectre de u est réduit a {6}.
Si le spectre de u est exactement la paire {—1,6}, on sait que E = E_; () @ Eg(u) puisque u est diagonalisable

et donc la relation voulue est vraie.
. 1 . . . 1 .
2.2.1. PourneN, f:t— Tz, est continue sur R+. Donc f;, est intégrable sur [0,1] et f,(?) i P qui

est intégrable sur [1, +oo[ et donc f;; est intégrable sur [1, +oo] et finalement elle 'est sur Ry .
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2.2. On applique le théoréme de convergence dominée.
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Chaque f}, est continue sur R, .
# si tel0,1]
3a57 S t=1
0 si tr>1
Pour tout 72 € N et pour tout £ € Ry, | f,,(£)] < # ett— # estintégrable sur R, .

Par le théoréeme de convergence dominée, (u,,) converge et sa limite est

+00 1 1 Bl
= dt=—.
fo ! fo 1+ 12 4

(f) converge simplement sur R, vers f : x —

1. Onintroduit f I'endomorphisme de R® canoniquement associé a la matrice A suivante :

1 -1 0
A=|1 0 -1
-1 0 2

1.1. Déterminer les valeurs propres de A.

1.2. Déterminer les sous-espaces propres associés. La matrice A est-elle diagonalisable?

1.3. Montrer que A est semblable a la matrice B suivante :

1 1 0
B=|0 1 1
0 0 1

1.4. Déterminer B” pour tout n € N et en déduire A" pour tout n € N.

2. Pourtoutn €N, on pose:

1 x"
I,,:f dx
o 1+x

2.1. Etudier la monotonie et la convergence de (1)) e -

2.2.
2.3.
2.4.

SoLuTiO

1.

N

1.1.

1.2.

1.3.

Calculer lim;,— 1o I5;.
Ftant donné n € N, calculer ;41 +1,,.
En déduire la limite :

On calcule le polyndme caractéristique et on trouve x5 = (X — 1)3. Donc le spectre de A est {1}.
0o -1 0
A-I3=]|1 -1 -1]estderang2, donc par le théoreme du rang, son noyau est de dimension 1. Or
-1 0 1
€1 = (1,0,1) est dans ce noyau, d’'ou1 E; (A) = Vect(e;). A n’est pas diagonalisable, sinon la somme des
dimensions des sous-espaces propres devrait valoir 3 or on n’a que 1.
On cherche €, tel que f(e2) = €2 +¢€;1. On trouve (x,—1,1 + x) pour tout x € R. On choisit e, = (0,—1,1).
On cherche €3 tel que f(e3) = €3 +¢€2. On trouve (x, 0,1 + x) pour tout x € R. On choisit €3 = (0,0, 1).
Vérifions que %’ = (g1,¢€,,€3) est une base deR®. Or sa matrice représentative dans la base canonique

1 0 O
estP=[0 -1 0] dontle déterminant est clairement —1 # 0, donc %8’ est bien une base de R> et par
1 1 1

construction, la matrice représentative de f dans cette nouvelle base est B : A et B sont semblables.
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0 1 0 0 0 1
14. B=I3+NavecN=(0 0 1|.0naN?=|0 0 O|etN3=0
0 0 O 0 0 O
Soit n € N, I3 commute avec N, on peut donc calculer B” a1'aide de la formule du binéme. Il vient, pour
n=2 1 nn-1)
2 n —
B"=) Z Ne=penN+ 270l 1 g
k=0 00 1

Cette formule est encore valable pourn=0etn=1.
Comme B =P~!'AP, A=PBP~! et par récurrence immédiate, A” = PB"P~!,

1 0 0
OorP'=[0 -1 0] Ontrouve
-1 1 1
-n?+n+2 n®*-3n n?—n
A== 2n 2-2n -2n
-n’-n n-n n+n+2

2.21. PourneN,I,,;,1-1,= fol % (x —1)dx < 0 par croissance de I'intégrale.
(I,,) est donc décroissante.
Comme elle est a valeurs positives, (I,,) converge.

2.2. PourneN,0<I, < fol x"dx < ﬁ Par encadrement, (I;) converge vers 0.

23. S0it n€N. Iy +1, = fy £~ (x+1dx= [y x"dx = .
2.4. SoitneN*.

n (_1)k+l n i n . n .
Sp= ) =2 D Gt L) = Y DM e Y DR T
k=1 k=1 k=1 k=1
1l vient
n n-1
Sn=Y (D= Y (~DFL.
k=1 k=0

_ n+1 _ n . 2opktt
Ilreste S, = (-1)""I,+Iy=(-1)"I, +In(2) etdonc lim — = In(2).
n‘*+00k:1
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1. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie 7 = 1. On se donne f € Z(E) telque f* =0et f" ! #0.

1.1. Montrer que f n’est pas injective.

1.2. Soit xo € E tel que f"(xq) #0.
Montrer que % = (xo, f (xo),---, f"_1 (x0)) est une base de E.

1.3. Ecrire la matrice représentative de f dans 2.
1.4. Lendomorphisme f est-il diagonalisable?

2. 2.1. Enoncer le théoréme de convergence dominée.
2.2. Calculer:
1 1-— tn

lim
n—+oo 0 ,ll_t

dr.

SOLUTION

1. 1.1. Soit xo € E tel que f"~!(xp) #0. On pose y = f"~!(xp). Alors f(y) =0 et y #0, donc f n’est pas injective.
1.2. Il suffit de montrer que 28 est libre puisqu’elle contient n vecteurs et E est de dimension 7.
Soit (A\;)o<i<n-1 des réels tels que

n-1 .
Y Niff(x)=0 (1).
i=0
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2. 2.1.
2.2.

memss PLANCHE B29 === MiNEs - TELECOM 2017

1.3.

1.4.

Alors on montre par récurrence sur j € [0,7n— 1] 'hypothese (H;) : Ay, = 0 pour tout k € [0, j].

Pour l'initialisation, on applique f"~! & la relation (1). Il reste Ao "~ (xp) = 0 et comme f"~!(xp) # 0,
Ao =0.

Soit j € [0,n—2] tel que (H;) soit vraie. Montrons (H;1). (1) s’écrit alors

n—1
> AefFxo) =0
k=j+1

et en appliquant 27/ a cette relation, il ne reste que le premier terme A j+1f "=1(xp) = 0. Comme
précédemment, on en déduit que Aj;1 = 0. On a bien prouvé (H;.).
La matrice de f dans 28 est alors

0 - - 0
1 0
0 - 1 0

Notons A la matrice obtenue. Son polynéme caractéristique est X" et donc A possede une seule valeur
propre : 0. Si f était diagonalisable, A le serait aussi et donc serait semblable a une matrice diagonale
avec des 0 sur sa diagonale et donc A = 0 : contradiction. Donc f n’est pas diagonalisable.

Pour tout n €N, on pose f;,: [0,1[—- R, t — %

Chaque f;, est continue sur [0, 1].

(fn) converge simplement vers f: [0,1[—= R, t — ﬁ, fonction continue sur [0, 1[.

Pour tout n e N et pour tout ¢ € [0,1[, on a f,,(¢) < f(#). Et f est continue sur [0, 1], et intégrable sur [0, 1]
par le changement de variable u = 1 — ¢ (bijectif de ]0, 1[ sur ]0, 1] et de classe € qui ramene I'étude a
I'intégrabilité de ¢ — % sur ]0, 1], qui est une fonction de référence.

e L
f—dt — —dt.
0 V11—t n=F0Jo 1-t¢

On a alors

Or i A=di=[-2vT=t],=2.

1. Pour P € R, [X], onnote p(P)X) =PX +1).

1.1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R, [X].
1.2. Exprimer la matrice M de ¢ dans la base canonique.
1.3. Exprimer M~! si M est inversible.

2. On considere la fonction définie par :

+00 @i
F(x) =f Me"”dt
0 t

2.1. Montrer que F est définie sur R;.
2.2. Montrer que F est de classe ¢’ sur R%, exprimer F’ et en déduire F.
2.3. Montrer que F est continue en 0. En déduire la valeur de :

SOLUTION

1.

1.1.

+00 gj
/ sin(1) dr
0 t

11 faut d’abord remarquer que ¢ est linéaire et va de R,[X] dans lui méme. C’est donc un endomor-
phisme de R, [X]. La formule du bin6me donne
. o
PX P =X+1/ =)
i=0

T
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1.2.

. 2.1,

2.2.

2.3.

La matrice de ¢ dans la base canonique est donc

en convenant que (/) estnulsii > j.
M est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sont non nuls (égaux a 1). C’est donc une
matrice inversible et ¢ est ainsi un isomorphisme. On a évidemment

e ' PX) =PX-1)

Comme en question précédente, on en déduit que

M~ = Mat(p™) = ((—l)f"'(].))
! 0<i,j<n

fx 1 t— Sin—t(”e"” est continue sur R* et prolongeable par continuité en 0 par la valeur 1. Le seul
probleme d’existence de I'intégrale définissant F(x) est au voisinage de +oo.

Si x>0, ona fy(t) = 0(1/1?) au voisinage de +oo par croissances comparées. C’est donc une fonction
intégrable au voisinage de +oo et F(x) existe.

On se place dans le cas x = 0. Une intégration par parties donne

a qj a a
f sin(?) di= _f cos(1) dt
1 t 1

1 2

Le terme entre crochets est de limite nulle quand a — +oo. =0(1/£%) au voisinage de +oo. L'in-
tégrale du membre de droite admet donc une limite finie quand a — +oo (fonction intégrable). Fina-
lement, I'intégrale du membre de gauche admet aussi une limite finie quand a — +oo et fy admet une
intégrale au voisinage de +oo ce qui permet de conclure que F(0) existe.
On utilise le théoréme de régularité des intégrales a parametres.

- Vx>0, t— fy(t) estintégrable sur R*.

- Vt>0, x— f(t) est de classe C' sur R™* de dérivée x — —sin(t)e

- Vx>0, t— —sin(f)e ™! est continue sur R**.

- V]a,blcR"™, Vxe€la,bl, Vi>0,|-sin(t)e | < e~? etle majorant est intégrable sur R (car a > 0).
On en déduit que Fe C'(R**) et que

—cos(1)
t

cos(?)
2

—Xt

Vx>0, F’(x):—f sin(t)e_“dt:—lm(f e(’_x”dt)zlm(_—):——z
0 0 I—Xx 1+x

On en déduit qu'il existe une constante c telle que
Vx>0, F(x) = c—Arctan(x)

Comme |sin(#)/#] <1, ona Vx>0, [F(x)| < [ e * dt = % — 0 quand x — +oco. On en déduit que
c=m/2 etainsi

Vx>0, F(x)= g — Arctan(x)
Ona o0 gin(
F(x) - F(0) = f SN (gt _1y i
0

Le changement de variable u = xt (pour x > 0) donne

e -

Vx>0, E(x) —F(0) =/ sin(%)\y(u) du avec w(u) =
0

W (prolongée par la valeur —1 en 0) est de classe C! sur R (elle est méme DSE). On effectue une intégra-
tion par parties en dérivant W et en primitivant sin(u/x) en —xcos(u/x). C’est licite car y(u) cos(u/x)
admet une limite finie en 0 (qui vaut —1) et en +oo (qui est nulle). On obtient

Vx>0, F(x)—F(0) = x+x/ cos(u/x)y' (u) du
0
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Remarquons que V' (u) = # est O(1/u?) au voisinage de +oo et continue sur R* (on a vu que

v € C'(R); on peut aussi utiliser un DL pour voir que ¥’ (1) — 1/2 quand u — 0). ' est donc intégrable
sur R. L'intégrale du membre de droite est donc majorée en module par f(;x’ |y’|. Le membre de droite
est de limite nulle quand x — 0 et ainsi F(x) — F(0) — 0 ce qui montre que F est continue en 0. Avec
I'expression sur R**, on en déduit que

foo sin(f) dt=F(0) = E
0 r 2

1. Soit A € ./, (R) une matrice telle que A% -3A+2I,,=0.

1.1.

La matrice A est-elle inversible ?

1.2. Lamatrice A est-elle diagonalisable?
1.3. Calculer A pour tout k e N*.

2. PourneN, on pose:

="
T 4"(2n+3)

Up

2.1. FEtudierla convergence de la série 3, _uy.

2.2. Calculer la somme.

SOLUTION

1.

1.1.

1.2.
1.3.

. 2.1,

2.2,

X2-3X+2=(X-1)(X-2) annule A. Le spectre de A est ainsi inclus dans {1, 2}. En particulier, 0 n’est pas
valeur propre et A est inversible.

On a un polyndme annulateur scindé simple pour A et A est donc diagonalisable.

Effectuons la division euclidienne de X* par (X —1)(X — 2). Elle s’écrit

XF = X-1)(X-2)Q, + aiX + by

Appliquant cette identité polynomiale en 1 et 2, on trouve 1 = ay + by et 2K = 2a; + by et donc ay = 251,
b =2 —2k. Ainsi,
AR =2k 1A+ (2-2M1,

1

lunl < z7. Le majorant étant le terme général d'une série géométrique convergente, 3 (u,) converge
absolument.
On sait que
& 1
Vxel-1,1[, ) (-D)"x"=—
=0 1+x

En utilisant ceci avec x?/4 pour x €] —2,2[ puis en multipliant par x2, on obtient

e} (_l)nx2n+2 4x2 16
vxel-2,2[, ), —— = 5 =4-—
=0 4 4+x xc+4

On primitive ces termes (en prenant la primitive nulle en 0). Comme on peut primitiver les séries en-
tieres terme a terme sur I'intervalle ouvert de convergence, on obtient

00 (-1 nx2n+3
Vxel-2,2[, )

n=0

X
———— =4x—8Arctan(;)
4"(2n+3) 2

Il reste a appliquer ceci en x = 1 pour conclure que

(o8 (_1)}’1

1
S :4—8Arctan(—)
= 4m(2n +3) 2
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1. On définit une fonction f sur R en posant :

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.

L
VxeR, f(x) = %f cos(xsin(0)) d6
0

Montrer que f est définie et de classe 2 sur R.

Montrer que f est solution de I’équation différentielle xy” + y' + xy = 0.

Montrer que f est développable en série entiére.

ATaide de I'équation différentielle, exhiber le développement en série entiére de f.

2. On définir une application ¢ sur R[X] en posant :

VPeR[X], ®(P)=X?-1)P"-XP'+P

2.1. Montrer que, pour tout n € N, ® définit un endomorphisme de R, [X].

2.2. Larestriction de ® a R,[X] est-elle diagonalisable?

SOLUTION

1.

1.1.

1.2.

1.3.

On utilise le théoréme de régularité des intégrales a parametres.

Vx eR, 8 — cos(xsin(0)) est continue sur [0, 1] et donc intégrable sur ce segment.

V0 € [0,7], x — cos(xsin(0)) est de classe C*® sur R de dérivée k-ieme x — sin¥(0) cos(xsin(0) + kn/2).
VxeR, 6 — sin®(0) cos(xsin(B) + k1/2) est continue sur [0, 7t].

VxeR, VOe[0,n], Isink(e) cos(xsin(0) + kn/2)| < 1 et la constante est intégrable sur le segment [0, t].
f est donc de classe C* sur R et

1 T
VkeN, f(k) X — —f sink(e) cos(xsin(0) + knt/2) dB
T Jo
En particulier, pour tout réel x, on a

—nxf"(x)

f xsin? (6) cos(xsin(0)) dO
0

L L
xf cos(xsin(0)) d6 —f xcos(0) cos(xsin(0)) cos(0) d6
0 0

bl
nxf(x)— f x cos(0) cos(xsin(0)) cos(0) dO
0
Une intégration par parties indique que
L L
f xcos(0) cos(xsin(0)) cos(0) dO = [sin(xsin(0)) cos(e)]g +f sin(xsin(0)) sin(0) dO
0 0

On en déduit (avec I'expression de f') que
—xf"(x) = xf(x) + f'(x)

On pourrait directement passer a la question suivante et remarquer que f est solution d'un probléme
de Cauchy puisque f(0) =1 et f'(0) = 0. Il suffit alors de trouver une fonctions DSE solution du méme
probléme de Cauchy et conclure par unicité. On peut aussi dissocier les questions, ce qui semble étre de-
mande.

En utilisant le DSE de la fonction cos (valable sur R), on a

T 00 _1n~2n9
(—=1)"sin ()xz”de

nf(x)= ) = 2

x étant fixé dans R, on a
—1)"si 2n 0 2n
voe0,n, | Z ST O) an) X7
2n)! 2n)!
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La série de fonctions de 0 sous l'intégrale est donc normalement convergente sur le SEGMENT [0, ]
2n
(car ), ‘é'—n), converge). On est dans le cas simple ol 'on peut intervertir somme et intégrale :

o] T (_1\qin2h
nf(x):Z(fO £1)7sin70) dae|x*"

=0 (2n)!

[ estainsi DSE sur tout R.
_ 1 pm (=1)"sin*"(0)
1.4. Posons ap = 7 o o

ouvert de convergence)

d6. On a (on peut dériver terme a terme une série entiére sur l'intervalle
[e.0]
VXeR, xf(x)=) a, x>
n=0

o0 o0
VxeR, f'(x)= ) 2na,x*"' =) 2(n+1Dazx*"*
n=1

n=0

o0 o0
VxeR, xf'(x)= Y 2n@n-1a,x*" 1 = Y 2(n+1)@2n+ Day x>t
n=1 n=0

En injectant dans I’équation différentielle, on trouve

()
VX€ER, Y (an+4(n+1)2a,)x*" =0
n=0

Par unicité des DSE, on en déduit que Vn, a,+4(n+ 1)2%a,.; =0etdonc ays = — 4(,1“#)2 . Une récurrence

donne
v =" (=D"
= an gz M T a2
On a finalement
VxeR, f(x) = i ﬂxz"
' =4 (n)?

2. 2.1.  est clairement linéaire. De plus
VkeN, dX5) = (k—1)°X* - k(k - DXF2

On en déduit que (D(Xk) € Ry [X]. Ainsi, ®(R,[X]) c R, [X].

2.2. Laquestion précédente montre que la matrice de ® (ou plutét de sa restriction) dans la base canonique
de R,[X] est triangulaire avec des coefficients diagonaux qui valent (k —1)? pour k = 0,1,...,n. Les va-
leurs propres de ® sont ainsi

1,0,1,4,9,...,(n-1)?

Toutes les valeurs propres sont de multiplicité 1 sauf 1 qui est de multiplicité 2. ® sera diagonalisable si
le sous-espace propre associé a 1 est de dimension 2.

Soit P un vecteur propre associé a la valeur propre 1; quitte a le multiplier par une constante, on peut
supposer P unitaire. On a ®(P) = P et donc (X?> — 1)P” = XP'. En notant d le degré de P et en regardant
le coefficient de Xd, on voit que d(d—1) =d. Ainsid =0oud =2.0On a alors P = X2+aX+bouP =
1. En injectant dans I’équation, on voit que le premier cas est impossible. Ainsi, E; (®) = Ry[X] est de
dimension 1 et ® n’est pas diagonalisable.
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1. Soit n = 2 un entier. On se donne Xj,...,X;, des variables indépendantes qui suivent toutes une loi de Bernoulli
de parametre p €]0, 1[. On introduit alors U la matrice colonne de coefficients (X;)1<j<, €t M = uuT.

1.1. Donner laloi des variables rg(M) et Tr(M).
1.2. Calculer la probabilité que M soit une matrice de projection.

1 dt
Up=| —————
0 V1+t+---+1t"
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2. Pour tout entier n =1, on pose :



2.1. Pour n = 1, justifier I'existence de u, et calculer u;.
2.2. Montrer que (up) ,en+ €St convergente de limite 2/3.
2.3. Montrer que u, —2/3 admet un équivalent de la forme K/n*.

SOLUTION

1. 1.1. Les colonnes de M sont X;U,...,X,U et M est donc de rang < 1. Si U # 0 il existe i tel que X; # 0 et
m;;= Xf # 0. Ainsi, M est de rang 1 sauf si U = 0. On en déduit que

PagM) =0)=PX;=-=X,=0=1-p)" et PagM) =1)=1-(1-p)"

La trace de M est égale a la somme des X?. Or, X:f =X; etla trace de M est donc une somme de variables
de Bernoulli indépendantes de méme paramaetre p. On a donc

Tr(M) — %B(n, p)
c’est a dire que

Vke[l0,nll, P(Tr(M) = k) = (Z)pk(l —p)k

1.2. Si M est une matrice de projection, sa trace est égale a son rang (on le voit en se plagant dans une base
adaptée a Ker(M) @ Im(M) = R"). Soit U = 0 (cas d’'un rang nul) soit rg(M) = Tr(M) = 1 ce qui signifie que
U est un vecteur de la base canonique (la trace ne peut valoir 1 que si tous les X; sont nuls sauf 1).
Réciproquement, si U est nul, M = 0 est une matrice de projection. Si U = e; (vecteur de la base cano-
nique) alors M = E; ; est une matrice de projection.
M est une matrice de projection si tous les X; sont nuls ou si exactement un vaut 1. Les situations étant
incompatibles, la probabilité de I’événement est

A-p)"+npl-p"t

o 1 . . e .
2.21. fp:t T est continue sur le segment [0, 1] et u,, existe donc (intégrale classique). On a

1
u1=f di =[2\/1+t]1=2(\/§—1)
0 t 0

1+
2.2. (fn) estune suite de fonctions continues qui converge simplement sur [0, 1[ (on reconnait sous la racine
une somme géométrique) vers ¢ — V1 —t. De plus, | f,(#)| < 1 pour tout £ € [0, 1] et le majorant est inté-
grable (continu sur le segment). On peut ainsi utiliser le théoréme de convergence dominée et conclure
que

1 2 1 2
lim un:f Vl_tdt:[—g(l—l’)g/z] _Z
0

n—+oo 0 3

2.3. Onremarque que

1-t¢
Vrelo,1], fn(t):ﬁ
On en déduit que
2 1 1]_—‘/]_—tn+1
un—§=f0 (fn(t)—vl—t) dt:fo ﬁ”‘tdt

On effectue alors le changement de variable u = t"*! :

2 1 fll—\/m\/lii1 - g
U, —— = — Un+ly n+ u
" 0 vi-u

3 n+1

Posons alors
1-v1-u
vVi—-u

gn(w) = (n+1)(1 - wm)u

de sorte que
2

1 1
Mn—g—mfo gn(uw) du
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Les g, sont des fonctions continues sur ]0,1[ et on a

1-VI-
Vuelo 1), lim g () = T/_”v—ln(u) = gw)
—+oo uvl-u

Comme 1 — e* < —x (convexité de I'exponentielle) et comme u~""**1 <y~ pour 1 €]0,1[, on a
vn, Yuel0,1[, |g,(uw)| < g(u)

On pourra donc utiliser le théoréeme de convergence dominée si on montre que g est intégrable sur]0, 1[.
Or, g est continue sur ]0, 1[, prolongeable par continuité en 1 (par la valeur 1 en utilisant In(z) ~; u —1)
et négligeable en 0 devant 1/+/u (équivalente a v/—In(u)/2 puisque v1 — u=1-u/2+00(1)). g est donc
intégrable sur 10, 1[. Ainsi
2 K 1
un—§~m avec K:fo g

Léquivalent est justifié car K > 0, c’est l'intégrable d'une fonction continue positive et non nulle.

1. Soit E un C—espace vectoriel de dimension finie. On se donne f € Z(E).

1.1.

1.2
1.3

Montrer que Ker(f) = Ker(f o f) équivaut a Ker(f) nIm(f) = {0}.
On suppose dans la suite que cette propriété est vérifiée.
Montrer que Ker(f) et Im(f) sont supplémentaires.

Montrer qu'’il existe une base o1 f est représentée par une matrice diagonale par blocs de la forme diag(0, T)
avec T une matrice triangulaire supérieure.

2. Onfixe a>0unréel. Pour n = 1, on définit la fonction f, sur R, en posant:

2.1

2.2.

2.3.
24.
2.5.

SoLuTIO

1.

N

1.1.

VXeR:, fu(x)=n%2e "4~

Etudier la convergence simple de (f,) ,cp: -

Etudier la convergence uniforme de (), cp-

On cherchera des intervalle o1 il y a convergence uniforme.
Etudier la suite de terme général f12 fn(D)dt.

Etudier la suite de terme général fol fa(n)dt.

Etudier la suite de terme général [, f,, (1) dz.

Supposons que Ker(f o f) = Ker(f). Soit alors x € Ker(f) nIm(f) : f(x) =0 et il existe y tel que x = f(y).
On a alors fo f(y) =0 et donc y € Ker(f o f). On en déduit avec 'hypothese que y € Ker(f) et donc
x = f(y) =0. Ainsi, Ker(f) nIm(f) = {0}.

Supposons Ker(f) NnIm(f) = {0}. Linclusion Ker(f) = Ker(f o f) est vraie de fagcon générale. Supposons
x e Ker(fo f)). On aalors f(x) € ImnKer(f) et donc, avec 'hypothése, f(x) = 0. On a ainsi I'inclusion
réciproque et donc I'égalité.

1.2. Par théoréme du rang, dim(Im(f)) + dim(Ker(f)) = dim(E). Comme Ker(f) et Im(f) sont en somme

directe par hypotheése, ils sont alors supplémentaires par dimension.

1.3. Soit £ une base adaptée a la décomposition Ker(f) & Im(f) = E. Comme Ker(f) et Im(f) sont stables

par f, dans cette base, f est représentée par diag(A, B) o1 A, B sont les matrices des endomorphismes
induits par f sur Ker(f) et Im(f). On a ainsi A = 0. Il reste a voir qu’il est possible de choisir la base
de Im(f) en sorte que B soit triangulaire ce qui est vrai car on travaille dans des C-espaces ou tous les
endomorphismes sont trigonalisables.

2. 2.1. lilya convergence simple sur R* vers la fonction nulle (croissances comparée)

2.2. Onétudie f,,. Ona f; (x) = n®e™"**x(2 - nax). f, est croissante sur [0

2

- a] puis décroissante. Ainsi

I fn = Olloo e =fn(i) _ (i)znaz

na ea
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2.3.

2.4.

2.5.

- Siae€]0,2[ alors il y a convergence uniforme sur R*.
- Sia=2,iln’yapasconvergence uniforme sur R*. Si xo > 0 alors, pour 7 assez grand, || fy lloo,(xo,+c0l =
| fn(x0)| — 0 etil y a convergence uniforme sur [xg, +ool.
Il'y a convergence uniforme sur le segment [1,2] et on est dans le cas simple ol1'on peut intervertir :

2
lim f fu®dt=0
1

n—+oo

Une double intégration par parties donne facilement

! 2—e “Q2+2u+u?
f x*e™ " du = ( 3 )
0 u

On en déduit que
! 2
a-3
j; fn([) dt ~ ﬁn

Si a > 3, la suite est de limite infinie. Si a = 3, il y a convergence vers % Si a €]0,3], il y a convergence
vers 0.

Pour pouvoir intervertir limite et intégrale, il suffit de pouvoir utiliser le théoréeme de convergence do-
minée. On a déja convergence simple sur [1, +oo[ de la suite de fonctions (f},) vers la fonction nulle qui
est continue. De plus,

Vx=1, |fn(x)| — nae—naxlzxze—naxlz < nae—nulzxze—uxlz

n“e~"%2 est le terme général d'une suite de limite nulle et donc bornée. Notons M un majorant de cette

suite (M ne dépend pas de x). On a
Vx =1, | fu(x)] < Mx?e 42

Le majorant est continu sur [1, +oco[ et dominé par 1/ x% au voisinage de +oo. Il est donc intégrable sur
[1,+o0ol. Le théoreme s’applique et donne

lim f fu®dt=0
1

n—+oo

1. Soit E un K —espace vectoriel. On se donne f € £ (E) un endomorphisme de E tel que f2 —3f +2Id = 0.

1.1. Montrer que f est inversible et exprimer 1.
1.2. Montrer que Ker(f —Idg) et Ker(f —2Idg) sont supplémentaires dans E.

2. Pour n €N, on introduit la fonction u;, définie sur [0,1] par:

Xy X
Vxe[0,1], un(x)zln(1+;)_;

On note S la somme de la série de fonctions ¥, | uy.

2.1. Montrer que S est bien définie et dérivable sur [0, 1].
2.2. Calculer S'(1).

SOLUTION

1.

1.1.

X2 -3X+2=(X-1)(X~-2) annule f dans cet exercice :
(f=Idg)o(f—2Idg) = (f —2Idg) o (f —1Idg) =0

En particulier, comme le polynéme est scindé simple, f est diagonalisable et ses valeurs propres ne
peuvent étre que 1 et 2. 0 n’étant pas valeur propre, f est inversible. En composant par f~! la relation
del’énoncé, on a

fl= % (31dg - f)
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1.2. Sif(x)=xet f(x) =2xalors x =0 et Ker(f — Idg) et Ker(f — 2Idg) sont en somme directe.
Soitx€e E.Ona x = (f(x) —x) — (f(x) —2x) = (f —Idg) (x) — (f — 2Idg)(x) qui est la somme d'un élément
de Ker(f —2Idg) et d'un élément de Ker(f —Idg). La somme est ainsi égale a E.
2. 2.1. Pour tout x € [0,1], u,(x) ~ — % est le terme général d'une série convergente. Y (u,) converge simple-
ment sur [0, 1].

U, € €1([0,1]) et ul, . On remarque que

X
n2(1+x/n)
VneN*, Vxe[0,1], |u,(x)| < —

Ainsi ||}, llco,0,1] S zet > (u},) converge normalement sur [0, 1].
Le théoreme de régularlte pour les séries de fonctions donne S € C'([0,1]) et
! = X
Vxel0,1], S'(x) =— —
[0,1], (%) Z‘nz(l+x/n)

n=1

2.2. En particulier,
(e o)

l = 1 _
Sh= Z (n+1) Z(n+1 )_1

n=1 n=1 n

On revient, pour le calcul, a des sommes partielles et on a un télescopage.
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1. Frtudier la convergence de I'intégrale suivante :

+%9 sin(1)
f Pl
T te—mt

2. 2.1. SoientB,C € .4, (C) des matrices semblables.
Montrer que pour tout x € C, les matrices xI,, — B et xI,, — C sont semblables.

2.2, Soit A € 4, (C) de polynéme caractéristique P». On se donne x € C tel que x n'est pas valeur propre de A.
Montrer que :

P} (x)

Tr((xI, —A)™1) = 22—
r((x )7) PAC)

SOLUTION

1. t— f;n(;)t est continue sur ], +oo[ et dominée par 1/t? au voisinage de +oo (numérateur majoré en module

par 1, dénominateur équivalent a £2). Il reste a étudier le probléeme en m. Or,
sin(mm + x) = —sin(x) ~9 —x
etdonc )
sin(f) n—t
2-nt "n(t-n)
La fonction est donc prolongeable par continuité en n. Elle est finalement intégrable sur ], +oo[ et son

intégrale existe a fortiori.
2. 2.1. Par hypothese, il existe P € GL,(C) telle que P~!BP = C. On a alors

VxeC, P~ (xI,-B)P=xl,-P 'BP=xI,,-C

ce qui montre que xI, — B et xI,, — C sont semblables.

2.2. xn’étant pas valeur propre de A, xI,, — A est inversible. Dans .4, (C), toute matrice est trigonalisable et
A est donc semblable a une matrice triangulaire T. Les éléments diagonaux ¢; ; sont les valeurs propres
de A et donc différents de x. Avec la question précédente, A DETAILLER (xI,, — A)~Let (xI,, - T)"! sont
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semblables et on donc méme trace. Comme xI, — T est triangulaire de coefficients diagonaux x — ¢; ;,
1

son inverse est aussi triangulaire et ses coefficients diagonaux sont les ———. On a donc
1,1
1 .
Tr((xI,=A) )= E
i1 XL

Pa est le polyndme caractéristique de A et cette notion est invariante par similitude (comme le déter-
minant). On a donc

n
Po=Pr=[]X-1t,)
i=1

On en déduit que

n
Py=2 [1X-1zp

i=1j#j
eton adonc )
Py L
Py O X—t

On obtient la relation demandée en évaluant cette fraction rationnelle en x.

1. Soit f la fonction définie sur R par :

1.1
1.2
1.3.
1.4.

2x dt

VieR, f)=| —e
x VI+£2+1t

Montrer que f est bien définie, impaire, que f est dérivable et exprimer sa dérivée.
Etudier le signe de f etde f”.

Donner la limite de f en +oo.

Donner un équivalent de f en +oo.

2. Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie n = 1. On considére f un endomorphisme de E de rang 1.
Montrer que f est diagonalisable ou nilpotent.

SOLUTION

1.

1.1.

1.2.

1.3.

1 . . sz .

L —— ntin r R (le term la racine r > nt intégrale exi r
h:t — 7 est c.o t /ue .su (le terme sous la racine .este .0? e?t sont intégrale existe sur tout
segment. [ est donc bien définie sur R. Le changement de variable linéaire t = —f donne

—-2x dt 2x du B _f(x)

f(—x): —_— —_—
-x V1+2+rt x V1it+ur+ut

et f est donc impaire.
Comme l'application intégrée est continue, elle admet une primitive H et f(x) = H(2x) — H(x). f est
donc dérivable et

2 1

Vx, f'(x)=2H (2x) -H'(x) = -
/ V1+@2x)2+@x* Vi+x2+xt

Si x = 0 alors f(x) = 0 comme intégrale s'une fonction positive avec les bornes dans le bon sens. Par
imparité, f est négative sur R™.
En réduisant au méme dénominateur et en multipliant par la quantité conjuguée, on voit que f'(x) est
du méme signe que 3 — 12x*. Elle est positive sur [-1/v/2,1//2] et négative ailleurs.
h(t) ~ 400 % et h est intégrable au voisinage de +oco. On en déduit qu'une primitive H de 7 admet une
limite finie en +oo et que
lim f(x)= lim (H2x)-H(x)) =0
X—+00 X—+00
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1.4. On peut penser que f(x) va étre équivalent au voisinage de +oo a
xdr 1
h(x) = f
(x) . 2 2x

Pour le prouver, il suffit de montrer que f(x) — h(x) est négligeable devant h(x) au voisinage de +oco. On

a
1 1

VitZ+it

Par inégalité des accroissements finis appliqué a ¢ — 1/v/f entre t* et 1+ £2 + t*

2x
ﬂm—mm=[

1 1
— - <
VitZ+d

1+ £2 1 1+1%
P <

p =S 556
2 el 142411 Y32 218

Pour ¢ = 1, le majorant est plus petit que .On adonc

2xdr x 1
Vx?l,lf(x)—h(x)lsfx Fs;—?—o(h(x))

On a donc prouvé que

1
fx) ~ —

X—+00 2 X

2. f étant de rang 1, son noyau est de dimension »n — 1. Dans une base obtenue en complétant une base du
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noyau, la matrice de f est du type
n
M= Z aiBin
i=1

Si a = 0 alors la diagonale de M est nulle. xy; = X" annule f et donc f” = 0. f est nilpotent.

Sinon, a, est une autre valeur propre de M. On a donc un sous-espace propre de dimension n—1 (le noyau) et
un autre. Comme les sous-espaces propres sont en somme directe, le second sous-espace est de dimension
1. f est diagonalisable (la somme des dimension des sous-espaces propres vaut n).

1. Pour n €N, on définit une fonction f;, sur [0,1] en posant :

1.1.

=D"

Vxel[0,1], fn(x) = m

Etudier la convergence simple puis uniforme de la série de fonctions ¥, fn-

1.2. Y-a-t-il convergence normalede Y., ,/fu?

2. Trouver toutes les matrices M € .#3(R) telles que :

3 00
M?=A=|-5 2 0
4 0 1
SoLuTION
1. 1.1. Soitx€[0,1].
Six=0.Pour neN, f,0) = (n}r)l et donc Y. f,,(0) converge par le théoreme spécial a certaines séries
alternées.
Si x # 0. Pour | f (x)] - 2y Or Z L converge. Par linéarité Y. -7 converge. Par comparaison de
=400 n>1"

séries a termes positifs, Y. fn (x) converge absolument donc converge. Z fn converge simplement sur
[0,1].

On peut en fait vérifier que pour tout x € [0,1], Y f,,(x) satisfait les hypothéses du théoreme spécial a

certaines séries alternées et donc que pour x € [0,1], le reste de Y. f,(x) vérifie | f;,(x)| < m

n+2 On adonc ||[R;lleo < n+2 etdonc (IR, lleo) converge vers 0: Y. f,, converge uniformément sur [0, 1].
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1
(n+1)(1+nx)

Il frlloo =1 fn(0)] = ﬁ Ce terme général est équivalent a celui de la série harmonique : par comparaison
de séries a termes positifs, Y || f»llco diverge : Y f;, ne converge pas normalement sur [0, 1].

1.2. Pour n €N, on a pour x € [0,1], | f,,(x)| = et donc |f;| est décroissante positive sur [0,1] :

2. A étant triangulaire inférieure, son polyndme caractéristique est xa = (X —3)(X2) X —1). Comme il est scindé
a racines simples, A est diagonalisable. Son spectre est Sp(A) = {1,2,3}. Ses sous-espaces propres sont de
dimension 1 car chaque valeur propre est simple. On a clairement (0,0,1) qui est un vecteur propre de A
associé a la valeur propre 1 et (0,1,0) qui est un vecteur propre de A associé a la valeur propre 2. Enfin,
(1,-5,2) est un vecteur propre de A associé a la valeur propre 3. On a donc tous les sous-espaces propres
de A : ce sont les droites vectoriels engendrées par chacun des trois vecteurs précédents. On pose donc

0 0 1 1 0 0
P=[(0 1 -5|.OnaalorsD=P7'AP=|0 2 0.

1 0 2 0 0 3
Soit M € ./3(R). On a alors

M2=A < M?=PDP"! < P 'M*P=D < @ 'MP?=D.

On pose donc N = P~1MP,
M?’=A < N?’=D

.Soit N € /3 (R) telle que N? = D. Alors N commute avec D et donc N est diagonale (les sous-espaces propres
de D, qui sont des droites vectorielles sont stables par N : les vecteurs propres de D sont donc aussi des vec-

a 0 0
teurs propres de N). On écritalorsN=(0 b 0 .N2=Ddonnea®=1,b*=2etc*=3.0nadonca=¢;,
0 0 c

b=¢sv2etc=¢3V3avece; € {—1,1} poir i = 1,2,3. On a donc huit solutions possibles pour N. On vérifie
immédiatement que ces huit matrices sont bien des solutions de N2 = D. Notons les N; pouri=1,...,8.0On
a alors, avec ce qui précéde, huit solutions M; a1'équation M? = A, qui sont les PN; P,
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1. Pour n € N*, on définit une fonction f;, sur R, en posant:

(=D"x

VxeRy, fulx)= m

1.1.  Etudier les convergences simple, normale et uniforme de la série de fonctions ¥ ,_ , fy.

On note S la somme de Y. f;. Quelle estla limite de S en +00?
n=1

1.2. Montrer que S est de classe €' sur son domaine de définition.

2. Soit E un R—espace vectoriel de dimension finie 7. On se donne f € Z(E) tel que f? = — Idg.

2.1. Montrer que 7 est pair.
2.2. Montrer que pour x € E\{0}, (x, f(x)) estlibre dans E.
2.3. Montrer qu’il existe une base %8 de E dans la quelle la matrice représentative de f est de la forme :

J 0
. . [0 -1
Mg (f) = . ol I—(l 0)
0 J
SoLuTiON
1. 1.1. SoitxeRy.
Si x =0, alors f;,(0) =0 pour tout n € N* et ). f,,(0) converge.
n=1
Si x #0, alors | f,,(x)| et % Comme ) # converge, par linéarité, Y. % converge et par comparai-
- —+oo n>1 n=1
son de séries a termes positifs, Y. f;(x) converge. Y. f;, converge simplement sur R,.
n=l1 n=1
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1.2.

. 2.1

2.2.

2.3.

Pour n € N*, on pose g, = | fnl Une étude des variations de g, donne qu’elle est positive et maximale
en 1, son maximum étant 5-. On a donc || fulleo = 35 €t la série harmonique étant divergente et % étant

nonnul, Y [ fulleo d1verge Z fn ne converge pas normalement sur R,.
n=1
On remarque, qu’a x fixé, Z fn (x) vérifie les hypotheses du théoréeme spécial a certaines séries alter-
n=1
nées. On a donc, pour n € N*, |[R, (%) < gn+1(x) <

Z fn converge uniformément sur R,..

< 2(n+1) dou |IR;]leo < 2(n+1) (IR, lloo) converge vers 0 :

On applique le théoreme d’interversion limite-somme.
Chaque f;, converge vers 0 en +oco. Y. f, converge uniformément sur R,. On peut appliquer le théo-
n=1
réeme d’interversion limite-somme. On obtient alors S (x) = 0.
X—+00
On applique le théoreme de dérivation de la somme d’'une série de fonctions.
Chaque f;, est de classe €' sur R, .
Y. fn converge simplement sur R,.

n=1
2
= n?- n’+x
Soit n € N* fn est dérivable sur IRJr et pour x € Ry, f(x) = (— l)”( £ 2) On a donc | f; (x)| < TR S
# < 2 Onaalors || f} lloo < 2 .Comme Y # converge, par comparaison de séries a termes positifs,

n=1
Y. f,, converge normalement sur R..
n=1

On peut appliquer le théoréme de dérivation de la somme d’une série de fonctions : S est de classe 6"
sur R,.

On a donc f? = -Id. On prend le déterminant, det(f?) = (—1)", ou (det(f))? = (-1)"*. Comme le carré
d’un réel est toujours positif, (—1)" = 0 et donc n est pair.

Soit x € E, x #0. Soit (A, ) € R? tel que Ax+pf(x) =0 (1). On applique f et on obtient A f(x) — px =0 (2)
et A(1) — u(2) donne (A? + p?)x = 0 et comme x # 0, A> + u? = 0 et donc A = p = 0. La famille (x, f(x)) est
bien libre.

On construit 8 par récurrence. On choisit x € E, x # 0 et (e, e2) = (x, f(x)) : c’est une famille libre de E,
et le plan engendré par e et e, est stable par f.

Si n =2, on s’arréte la. Sinon, on peut trouver y € E, qui n’est pas dans le plan engendré par e; et e;. On
pose alors e3 = y et eq = f()). (e3, e4) est une famille libre de E, mais aussi (ej, e2, e3, e4). En effet, on a vu
que ez n'est pas dans le plan vectoriel engendré par (e, e2). Si es = Aej + pex + ves alors —e3 = f(es) =
Aes — e +vey et (VA—p)ep + (A + pv)es + (1+v?)es =0 avec 1+ v2 # 0 : contradiction.

Alors ou bien n =4 ou bien on continue. E étant de dimension finie pair, le processus s’arréte bien. On
obtient bien ainsi une base de E dans laquelle la matrice représentative de f est celle demandée.
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1. Soit E un C—espace vectoriel de dimension 2 et (e}, e2) une base de E. On se donne f € £ (E) non diagonalisable.

1.1. Enraisonnant par I'absurde, montrer que I'une des familles (e, f(e;)) ou ((ez, f(e2)) est libre.
1.2. Donner une base 2 de E telle que la matrice de f dans cette base soit de la forme :

0
Mgg(f)=(1 Z), (a,b) € C?

1.3. Démontrer que a = —b*/4.

2. Pour xeR,, on pose:

o[ o) £
f) = . (o | .

2.1. Déterminer le domaine de définition D de f.
2.2. Lafonction f est-elle continue sur D?
2.3. Calculer f(1).

SOLUTION

1. 1.1. Supposons par 'absurde que les deux familles soient liées. Alors, e; et e, étant non nuls, il existe A et p
deux complexes tels que f(e;) = Ae; et f(e2) = He2. Mais alors (eg, e2) est une base de vecteurs propres
pour f: f est diagonalisable. On a une contradiction.

1.2. Onnote (e, f(e)) celle des deux qui est libre. C’est alors une base de E (E est de dimension 2). Dans cette
base, la matrice représentative de f a bien la forme attendue.

1.3. On peutalors calculer le polyndme caractéristique de f. On trouve x r = X2 - bX - a. Il n'est pas scindé a
racines simple, sinon, f serait diagonalisable. Mais comme il s’agit d'un polynéme a coefficients com-
plexes, il est scindé (théoreme de d’Alembert-Gauss). Il est donc scindé avec une racine double. Son
discriminant est nul. On a donc A = b? +4a =0 et donc a = — %2.

2. 2.1. Soitx€R,.On pose g: t— Arcsin (t—lk) - t% g est continue sur [1, +oo[ et a valeurs positives.
Six=0,alors g=7—1#0etdonc f1+°° g(ndt diverge.

Six #0, alors zix tend vers 0 lorsque ¢ tend vers +oo. Le développement limité de Arcsin a 'ordre 3 en 0

1
donne g(t) L

% est non nul, ¢ —

Ort— t% est intégrable sur [1, +ool si et seulement si 3x > 1i.e. x > % Comme

Bt% est intégrable sur [1,+oo[ si et seulement si x > % et par comparaison, g est
intégrable sur [1, +oo[ si et seulement si x > % Comme g est positive, f(x) est définie si et seulement si

x> 3.D=]3,+ool.
2.2. AxfixédansD, ¢ »—»Arcsin(#) — % est continue sur [1, +ool.

A t fixé dans [1, +oo[, x — Arcsin (t—lx) - [LX est continue sur | %, +00l.

On étudie la fonction ¢ : [0,1] — R, y — Arcsiny — y. Elle est continue sur [0, 1] et dérivable sur [0, 1[. On
trouve qu’elle est croissante et positive sur [0, 1].

Pour [a, b] C] %, +ool, pour x € [a, b] et t € [1,+o0, on a alors

1 (1 1
p sArcsm(—) - —

) ra] ta

. ( 1
Arcsin

On pose donc ¢ : t — Arcsin(#) - ll—“ Par ce qui précede, ¢ est continue et intégrable (car a > %) sur

[1,4+o0l.

Par le théoréeme de continuité d'une intégrale a parametre, f est continue sur D.
23. f()= [ (Arcsin(3) - 1)dr.

On effectue le changement de variable u = Arcsin (lt) (u—

]0,%] sur [1,+ool. On a alors

1
sinu

est de classe €1 sur |0, 7] et bijectif de

cosu
du.
u

f(l):fi(u—sinu)
0

On effectue ensuite une intégration par parties, avec u— u—sinu et u— —

¢! sur 10,1] et leur produit a pour limite 1 — 7 en 3 et0en0.Onaalors

T
f(1):1—g+fzﬂdu

0 sinu

0s
sin?
1

S qui sont bien de classe
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On effectue alors le changement de variable v = tan(%). v — 2Arctan(v) est de classe €' sur 10,1] et

bijectif de ]0,1] sur 10, 3]. On a alors

u
2

ol L 2vp Pl
D=1—-—+ ———dv=1-—+In2.
f() 2 fo 1+ 02 v 2

1. On définit une fonction f en posant, la ol cela a un sens :

Fl= ’i" x"sin(nx)

n=1

1.1. Montrer que f est bien définie sur]—1,1[.

1.2. Montrer que f est de classe €' sur]—1,1[.

1.3. Calculer f'(x) pour x €] — 1, 1[ et en déduire une expression de f.

2. Soit n = 3 un entier. On définit la matrice M,, suivante :

1 1
0 0
Mp=1: o
0 0
1 1
2.1. Montrer que M, est diagonalisable.
2.2. Diagonaliser M,,.
SoLuTION
1. 1.1. Soit x€]—1,1[. Pour n € N*, on a w < |x|". Or Y |x|" converge car il s’agit d'une suite géomé-
trique de raison strictement inférieure a 1 en valeur absolue. Par comparaison, }. M converge
n=1
absolument, donc converge. f(x) est bien défini.
1.2. PourneN*, onpose [, :]-1,1[—- R, x— w
Chaque f,, est de classe €' sur]—1,1].
Y. fn converge simplement sur ] — 1, 1[ par la question précédente.
nz1
Soit [a, b] ] —1,1[. On pose M = max(|al,|b]). Ona0<sM < 1.
Pour n € N*, pour x €] - 1,1], f}(x) = x"L(sin(nx) + xcos(nx)). On a dong, si x € [a, b], i)l <+
MM !, Dot I fillo < Q1+ MM Oor M1 converge car il s'agit d'une série géométrique de rai-
son positive et strictement inférieure a 1. Par linéarité, ¥ (1 + M)M"~! converge et par comparaison,
Y |Ifilleo converge, i.e. Y. f; converge normalement sur tout segment [, b] de ] —1,1[. On peut donc
nz1 n=1
appliquer le théoréme de dérivation de la somme d’une série de fonctions. f est de classe €' sur]—1,1[.
1.3. Pourxe€]-1,1[,ona

+00
fl =Y (x" 'sin(nx) + x" cos(nx)).
n=1

Chacune des séries converge, on peut donc séparer en

+00

+o0
fl=> x"sin(nx) + Y x"cos(nx).
n=1 n=1

On note S;(x) et Sz (x) la premiere et la deuxieme somme respectivement. On a
+00 . +00 . xel*
So(x) +ixS1(x) =) x"e™ =) (xe')'= ——.

n=1 n=1 1—xe'*
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Or,

xe'* xe*(1-xe ) Xcosx + ixsinx— x?
1—xel* |1 - xelx|? (1-xcosx)?+ (xsinx)?’
) .
. _ XCOSX—X’ — X Sin x _
Finalement, S, (x) = ToorcossiZ et xS1(x) T3 cos 2" On a alors,
sinx xcosx — x?

flx)=

+
1-2xcosx+x% 1-2xcosx+ x?

On peut réécrire

sinx + xcosx — x2

!
fa= 1—2xcos x + x2
2. 2.1. M, estdiagonalisable car symétrique réelle.

2.2. M, est clairement de rang 1. Par le théoréme du rang, son noyau est de dimension n — 1. Or, si on note
(ei)1<i<n labase canonique de R", on a (es, ..., e,-1, €1 —e;) qui est une famille libre de ce noyau. Comme
elle a le bon nombre d’éléments, elle forme une base de E¢g(M,,). Il reste a trouver la derniere valeur
propre. M,, étant diagonalisable, la trace de M,, est la somme des valeurs propres et vaut 2. Donc la
derniere valeur propre est 2. Or il est aisé de voir que e; + e, est un vecteur propre de M,, associé a la
valeur propre 2. Comme des sous-espaces propres associés a des valeurs propres deux a deux distinctes
sont en somme directe (et ici, ils sont supplémentaires car M, est diagonalisable), la concaténation des
deux bases donne une base de R”.

wessss  PLANCHE B41 === MiNEs - TELECOM 2017

1. On définit la matrice A € .#3(R) suivante :

-1 1 -1
A=(-2 1 0
0 0 -1

1.1. Lamatrice A est-elle diagonalisable dans .43 (R) ? Dans .#3(C)?
1.2. Dans l'affirmative, la diagonaliser.

2. 2.1. Soit(gn) ey une suite de fonctions bornées de X dans C, X désignant un ensemble non vide quelconque.
On suppose que la suite (g,) ., converge uniformément sur X vers g.
Démontrer que la fonction g est bornée.

2.2. On considere la suite (f},) ,eny+ de fonctions définies sur R par :

n?x si|xl<

VxeR, Vn=1, fn(x)z{l
X

SI= 3=

si |x| >

Prouver que (f;;) nen* converge simplement sur R.
La convergence est-elle uniforme sur R?

SOLUTION

1L 11 ya=X+DX2+1).
Xa est pas scindé dans R[X], donc A n’est pas diagonalisable dans .43 (R).
Xa = X+ 1)X+i)(X~—1) estscindé a racines simples dans C[X] : A est diagonalisable dans .#3(C).
1.2. Les sous-espaces propres de A sont tous les trois de dimension 1.
(1,1,1) € E_1(A), donc E_; (A) = Vect(1,1,1).
On trouve ensuite E_;(A) = Vect(1+1i,2,0) et E;(A) = Vect(1-1,2,0).

1 1+i 1-i -1 0 0
OnposeP=|[1 2 2 |letD=| 0 -i 0|.OnaalorsA=PDPL
1 0 0 0 0 i
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2.2.1. VneN, g, estbornée surX, c'est-a-dire: YneN,IAM, e R*/ VxeX, |g,(0)|<M,. (%
Notons que ce majorant M,, dépend de n.
(gn) converge uniformément vers g sur X. Ce qui signifie que:
Ve>0,ANeN/VneN,n=2N=VxeX|g,(x)—gx)|<e. (1)
Prenons € = 1 et fixons un entier N vérifiant (1) pour ce choix de €.
Alors,VneN,n=2N=VxeX,|g,(x)—gx)|<1.
En particulier, Vx € X, |gn(x) —g(x)| < 1. (*%)
Or, d’apres I'inégalité triangulaire, V x € X, |g(x)| < |g(x) — gn(X)| + [gn (%)

Donc, d’apres (*) et (**), Vx €X,[g(x)| <1+ Mn.
Ce qui signifie que g est bornée sur X.

2.2. YneN*, f,(0)=0,donc nl_i)rg()f,, (0)=0.
Soit x € R*.

1
lim —=0donc, ANeN* telque, VneN, n=N= — < |x|.
n—+oon n

Fixons un tel entier N. .
AlorsVneN, n=N= f,(x) = —.
X

1
Donc lim f,(x)=—.
n—+oo

On en déduit que (f},) ,en+ converge simplement sur R vers la fonction f définie par :

1
f(x):{ 0
0 si x=0

De plus, V n e N*, f,, estbornée car V x € R, | f,,(x)| < n.
Or f n'est pas bornée sur R donc, d’apres la question précédente, (f;),en+ Ne converge pas uniformé-

ment sur R.

wess PLANCHE B42 === Mines - TELEcOM 2017

1. On lance 6 dés équilibrés. On relance ensuite uniquement les dés qui n’ont pas donné 6 jusqu’a ce que tous les
dés aient donné 6. On note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition du dernier 6.

1.1. Donner laloi de X. On pourra utiliser la fonction de répartition.
1.2. Lavariable X admet-elle une espérance ? Une variance?

2. Soit M € .#/3(R) une matrice telle que M # 0 et M? = 0.

2.1. Donner la dimension du noyau de M et de son image.
2.2. Montrer que M est semblable a la matrice N suivante :

N=

o o o
o o o
[ R R

SOLUTION

1. 1.1. Onnote X; la variable aléatoire qui donne le rang de la premiere apparition du 6 sur le i-eme dé. Les X;
sont indépendantes et suivent la méme loi.
X estavaleurs dans N* etpour n =2, PX=n)=PX<n)-PX<n-1).

6
Orpour peN*,PX<p)=P ( NX; < p)). Les dés étant indépendants les uns des autres,
i=1

6
PX<p)=][]PXi<p)=PX; <p)°.
i=1
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1.2.

. 2.1,

2.2.

p p - —-(2)”
OrP(X1<p)=kZ P(X1=k)=kZ (%)k lé=él (3) :1—(%)”.Etdonc
=1 =

Il vient donc .

{3 f3

On peut encore écrire, avec la formule du bindme et en regroupant les termes :

roem £ o (-G

n-1 n—-1
On s'intéresse a la nature de la série Y nP(X=n). Or ¥ n ((%)k) converge car n® x n((%)k)
n=1 n=1

converge vers 0 par croissances comparées; on conclut par comparaison aux séries de Riemann. ). nP(X =
n=1
n) converge alors par linéarité.

On a alors .
6 6 kl( 5k +00 5kn_
Ay
kz=:1k 6 ngl 6
1

+00
> car on reconnait la dérivée de la somme de la série entiere Y, x" = —

+00 5 k n—1 _ 1
Or, ¥ n((G) ) —(1_(%)k) = T-x°

n=1
On a alors

S (6 k+1 1
EX) =) | DT
k=1 1-(2)

On trouve E(X) légérement inférieure a 14. Il faut donc en moyenne un peu moins de 14 lancers pour
obtenir six 6 avec les six dés.

M? = 0 donne Im(M) < Ker(M). On a donc dim Im(M) < dim Ker(M). Par ailleurs le théoréme du rang
donne dim Im(M)+dim Ker(M)=3. Etudions tous les cas possibles pour la dimension de 'image de M.
La dimension de I'image de M vaut 0 : alors M = 0, contradiction.

La dimension de I'image de M vaut 2. Alors la dimension du noyau vaut 1 et 2 < 1, contradiction.

La dimension de I'image de M vaut 3. Alors M est inversible, M2 aussi. Or M2 = 0, contradiction.

Il ne reste que le cas ot la dimension de I'image de M est 1 et la dimension du noyau est alors 2.

On note f I'endomorphisme de R® canoniquement associé 2 M. On choisit e; non nul, dans 'image de
f. Alors il existe ¢ € R3 tel que e; = f(1) et e est aussi dans le noyau de f. On compléte e; en une base
(e1,e2) dunoyau de f. Onnote e3 = . Montrons que (e, ez, e3) est une famille libre de R3. Soient A, petv
réels tels que Ae; + ez + ves = 0. On applique f. Il reste ve; = 0 et donc v = 0. Il reste alors Ae; + pey = 0.
Comme (e1, e») est libre, il vient A = p = 0. La famille (e, e2, e3) est libre. Comme son cardinal est 3,

0 0 1
c’est une base de R®. La matrice de f dans cette base estbien |0 0 0. M est bien semblable a cette
0 0 0

derniere matrice car les deux matrices représentent le méme endomorphisme (f).

1.

Soient A et B dans .4, (R) telles que AB = A+B.

1.1. Lavaleur 1 est-elle valeur propre de B?
1.2. Lamatrice B -1, est-elle inversible? Si oui, quel est son inverse?
1.3. Montrer que AB = BA.
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2. Montrer que la série suivante converge et exprimer sa somme sans intégrale :

+o00
> sin(r)e~ " dr

n=0vJ0

SOLUTION

1.

1.1. Supposons que 1 est valeur propre de B. Alors il existe X € ., 1(R), X # 0, tel que BX = X. On a alors
ABX = AX + BX et donc AX = AX + X et finalement X = 0 : contradiction. Donc 1 n’est pas valeur propre
de B.
1.2. B-I, estdonc inversible. On remarque que (A-1,)(B—-1,,) = AB—A-B+1, =1,,. En multipliant a droite
par I'inverse de B—1I,,, on trouve (B—1,) "' = A—1I,,.
1.3. Onadonc (B-1I,)(A-1,) =1, etdonc BA-B—-A+1I, =1, et finalement,
BA=B+A=A+B=AB.
Pour n € N*, 1 — sin(f)e” " est continue sur R, et dominée par ¢t — e~ !, intégrable sur R, (fonction de
référence). Donc ¢ — sin(f)e”'" est intégrable sur R, et f0+°° sin(t)e”"dt converge.
On note u, cette intégrale, on a u, = Im f0+°° eli="Mq¢, cette derniére intégrale converge pour les mémes
+ 1

. oz oo (i—n)t _ -1 _ 1 - 1
raisons que précédemment. Or [; e dt = = et finalement, u, = ;7. On a alors u, DT 2 et

Y # converge donc par comparaison de séries a termes positifs, Y. u, converge. On note S sa somme.
n=1 n=1
+

00
OnaS= %} ; L (sans intégrale).
n=1 +n

—-nt

C. ConNcouRSs MINES — PoNTS

s PLANCHE C1

MINEs — PoNTS 2024

Soient E le R—espace vectoriel des fonctions de classe € de R dans R et p et g deux réels avec p+g=1et p €
1-1,0[u]0,1[.On pose u(f) = gavec g: x— f(px+q).

1. Montrer que u est un automorphisme de E.

Prouver que les valeurs propres de u sontdans ] —1,1].

Montrer que si f est un vecteur propre de u, il existe un entier k tel que f© = 0.
En déduire 'ensemble des valeurs propres de u.

4. Pour xeRet neN, calculer u"(f)(x).

SOLUTION

1.

La linéarité de u découle de la linéarité de I'évaluation. Si f est 4, g I'est également par composition des
fonctions €*° f et x — px+q. Ainsi u est un endomorphisme de E. Enfin, u est bijectif car on peut facilement
vérifierque v: f — holu h:x— f((x—q)/p) estl'inverse de u (uov=vou=Idg).

Soit A une valeur propre de u et f € E\ {0} un vecteur propre associé. Ona u(f) =Af (%), ce qui donne, pour
tout x € R, f(px+ q) = Af(x). Pour n € N*, on applique u n — 1 fois sur (x); on peut prouver par récurrence
que I'on obtient :

1- p”)

l-p

On choisit maintenant x € R de telle sorte que f(x) # 0, ce qui est possible puisque f # 0. Par continuité de
f et puisque |p| <1, le terme de droite tend vers f(g/(1— p)). Ainsi le terme de gauche doit aussi converger,
ce qui donne que A" converge etdoncAe€]—1,1].

On débute le méme raisonnement qu’a la question précédente. On a, pour tout x e R, f(px+q) = Af(x). On
dérive cette relation k € N fois pour obtenir :

n-1
VxeR, )\”f(x)=f(p”x+ Zp’“q) =f(lﬂ”x+q
k=0

vxeR, pFfPpx+qg) =Af®(x)

Cela donne u(f®) = A/ pk f® c’est-a-dire que A/ p¥ est valeur propre de u si toutefois la condition f¥ # 0
est vérifiée. Notons que A # 0 car 0 n’est pas valeur propre de u puisque u est bijective. Ainsi, pour k assez
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grand, A/ p* ¢]-1,1], ce qui donne par la question précédente que f® =0.

Poursuivons I'analyse sur f. Ce qui précede donne que f est polynomiale, notons d son degré. On a alors
@ qui est une fonction constante non nulle. La relation ci-dessus avec k = d et appliquée en x = 1 donne
alors pdf(d)(l) = )\f(d)(l) etdonc A = pd. La relation ci-dessus donne alors avec k€ [0,d —1] et x =1 que
p* FR 1) = p4 £R (1) et donc f® (1) = 0 (sinon p* = p%). On obtient donc que 1 est racine d’ordre au moins
d de f, et f étant polynomiale de degré d, on peut affirmer que f(x) = C(x —1)% oi1 C est une constante. En
conclusion, les valeurs propres sont les p¢ avec d € N et les espaces propres associés sont de dimension 1 et
engendré par x — (x—1)<.

4. On adéja obtenu cette relation dans la question 1:

s PLANCHE C2 === MINES — PoNTS 2024

l—p")

I-p

n—1
VxeR, VneN, u”(f)(x)=f(P”x+ Zpkq) =f(P”X+61
k=0

Soit P(X) =X° —2X* - 2X3 + X2 + 4X + 4.

1. Calculer P(2) et P/(2) et donner la factorisation de P dans R[X] et C[X].
2. Trouver les entiers n € N* tels que il existe M € .4, (R) vérifiant P(M) = 0, det(M) = +1 et Tr(M3) = 0.

SOLUTION

1.

On trouve P(2) = P/(2) = 0 donc 2 est racine au moins double de P. Apres factorisation par (X=2)2, on observe
que —1 estracine évidente. Apres nouvelle factorisation par X+ 1, on peut trouver les racines du polynéme du
second degré restant. On trouve P(X) = (X—2)?(X+1)(X?+X+1) dans R[X] et P(X) = (X—2)>(X+1)(X— j) (X~ )
dans C[X].

On procede par analyse-synthese.

Analyse Soit n € N* tel qu'il existe M € .4, (R) vérifiant P(M) = 0, det(M) = +1 et Tr(M3) = 0. On se donne
une telle matrice M. P étant annulateur de M, par le cours, le spectre complexe de M estinclus dans {-1, 2, j, f}.
On notera m, p et q les multiplicités respectives de ces valeurs propres et on rappelle que les multiplicités
de j et j sontles mémes, notées g, puisque M est une matrice réelle. On sait que la taille de la matrice vaut la
somme des multiplicités et on a les relations det(M) = +1 et Tr(M®) = 0. Dans C, le polyndéme caractéristique
de M est scindé de sorte que le déterminant et la trace de M sont respectivement la somme et le produit des
valeurs propres comptées avec multiplicités. De plus, le spectre de M® est I'ensemble des A3 pour A dans
sp(M). On obtient donc :

m+p+2q =n m+p+2qg =n m+2q =n

(=D"m2P(HT =41 = (-1)M2P =41 — p =
~D¥m+22p+qjP+qj3 =0 -m+8p+2g =0

Ainsi n =4q est multiple de 4.

Synthese Réciproquement, on suppose que n = 4q est multiple de 4. On commence par créer une matrice
de taille 4 vérifiant les conditions souhaitées. La matrice :

R ( —1/2  V3/2

~V3/2 —1/2)6“”2(R)

admet pour valeurs propres {j, j} et vérifie R® = I, (c’est une matrice de rotation d’angle 21t/3). On en déduit
facilement que la matrice diagonale par blocs :

-1
S= -1 € My (R)
R

vérifie P(S) = 0, det(S) = 1 et Tr(S®) = 0. Enfin, on vérifie facilement que la matrice diagonale par blocs M =
diag(s,...,S) € ///46,0]%) ou S apparait g fois vérifie P(M) = 0, det(M) = +1 et Tr(M3) = 0. Ainsi n est bien
solution du probléeme.
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I PLANCHE C3 I M|NES — PONTS 2023 I

Soient E un R— espace vectoriel de dimension n € N* et a € R*.
Déterminer les applications u € % (E) vérifiant au® = Tr(u?) u.

2
SoLuTioN On raisonne par analyse-synthése. On remarque que P(X) = aX(X? — %) est un polyndome annulateur
de toute solution u.

= SiTr(u?) =0, on obtient (a # 0) u® =0 et u est nilpotent d’indice au plus 3.

Réciproquement, si u est nilpotent d’indice au plus 3, on a u? =0, ce qui donne sp(u) < {0} donc u?a pour
seule valeur propre possible 0 (Rappel : sp(u?) = {A\?, A € sp(w)}). Ainsi Tr(u?) = 0my = 0. Et on a bien au?® =
Tr(u?)u.

» SiTr(u?)/a = a® > 0, le polynome annulateur P est scindé a racines simples donc u est diagonalisable avec
un spectre sp(u) < {0, —a, a}. En notant m, p et g les multiplicités respectives (éventuellement nulles) de ces
(éventuelles) valeurs propres,ona m+p+q=net Tr(u?) = 0% x m+ az(p +q) = a? (p+q);ainsia=p+qest
un entier de [1, n] (non nul car sinon 0 est la seule valeur propre et alors u = 0 puisque u est diagonalisable,
ce qui est absurde avec Tr(u?) #0).

Réciproquement, soient u € £ (E) et a € [1,n] un entier avec u diagonalisable de valeurs propres a, réel
quelconque non nul, de multiplicité 0 < p < a, —a de multiplicité a—p et 0 de multiplicité n—a. On va vérifier
que u est bien solution. Puisque u est diagonalisable, et étant données les valeurs propres imposées, on
vérifie facilement que P annule u, ce qui donne aud =Tr(u?) u. De plus, Tr(u?) = pa2+ (a—p) (—a)®+0(n-a) =

aa?.

m SiTr(u?)/a = —a® <0, le polyndme annulateur P est scindé a racines simples dans C donc u est diagonali-
sable dans C avec un spectre sp(u) < {0,—ia, ia}. On note m, p et g les multiplicités respectives (éventuelle-
ment nulles) de ces (éventuelles) valeurs propres. Un résultat classique, puisque u est un endomorphisme
sur un espace vectoriel réel, donne que p = g. On a m+2p = n et Tr(u?) = 0> x m —2pa® = —2pa?; ainsi
o =2p est un entier pair de [1, 7] (non nul car sinon 0 est la seule valeur propre et alors u = 0 puisque u est
diagonalisable, ce qui est absurde avec Tr(u?) # 0).

Réciproquement, soient u € £ (E) et a« =2p € [1, n] un entier pair avec u diagonalisable dans C de valeurs
propres ia, avec a réel quelconque non nul, de multiplicité p, —ia de multiplicité p et 0 de multiplicité
n—o=n-2p.Onva vérifier que u est bien solution. Puisque u est diagonalisable dans C, et étant données
les valeurs propres imposées, on vérifie facilement que P annule u, ce qui donne au® = Tr(u?)u. De plus,

Tr(u?) = —pa® — pa? +0(n—a) = -2pa® = —aa®.

— PLANCHE C4 — MINES — P ON TS 21023

Déterminer les matrices A € .4, (R) vérifiant I'équation A%+ (-1)"det(A)],, = 0.

SoLuTioN On raisonne par analyse-synthése. On remarque que si A est solution alors, en passant au déterminant
sur I'équation, on obtient det(A)? = (—1)"**D" det(A)" = det(A)" ot1 'on a utilisé que n(n + 1) est toujours pair
(deux entiers consécutifs).

s Sidet(A) =0, on obtient A% = 0.
Réciproquement, si A> = 0, alors en passant au déterminant on a det(A)? = 0 et donc det(A) = 0, de sorte que
A? + (—-1)"det(A)I, = 0 est bien satisfaite.

= Sidet(A) # 0, on obtient det(A)"~? = 1, ce qui donne, puisque A est réelle, que det(A) = +1. On distingue alors
plusieurs cas selon la parité de n et la valeur de det(A).

» Sidet(A) = 1 avec n pair : I'équation A? + (—1)" det(A)I,, = 0 donne A? = —1,,.

Réciproquement, si A> = —I,, avec n pair alors sp(A) c {—i, i} dans C puisque P(X) = X?>+1 est annulateur
de A. En notant p la multiplicité commune (éventuellement nulle) de —i et i (commune puisque A est
réelle), on a det(A) = (—i)PiP = 1 et on obtient bien que A% + (1) det(A)I,, = 0 est satisfaite.

m Sidet(A) = —1 avec n pair : 'équation A%+ (-1)"det(A)l,, =0donne A2=1,,.On a sp(A) c {—1, 1} puisque
P(X) = X2 —1 est annulateur de A. En notant m et g les multiplicités respectives (éventuellement nulles)
de —1et1,onadet(A) = (-1)"19 = (-1)™. det(A) = —1 donne alors m impair.

Réciproquement, si A% = I,, avec —1 valeur propre de multiplicité impaire alors on obtient comme ci-
dessus que det(A) = (—1)"*19 = —1 de sorte que A? + (=1)" det(A)I,, = 0 est bien satisfaite.
Remarque : Dans ce cas A est une symétrie en dimension paire parallelement a un espace de dimension
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s PLANCHE C5

1
On admet que H, = Z 7 Inn+y+o0(1). On pose uy =

impaire (dimKer(A+1,) = m car A diagonalisable puisque annulée par un polyndéme annulateur scindé
aracines simples).

= Si n est impair, det(A)"% = 1 donne det(A) = 1. On a alors A% = I,, et on conclut comme le sous-cas
ci-dessus (la multiplicité de —1 doit cette fois étre paire).

MINES — PoNTs 2023

n 1 k-1

pour k= 1.
=1 k

1. Justifier la convergence de la série ) _ uy et calculer sa somme.

k=1

2. On définit une bijection de N* dans N* de la fagon suivante :

ol)=1, 0@2)=3, o3)=2, o@4)=5 obB)=7 o6 =4, o(?7)=9, oc@B) =11, c(9) =6,
0(10) =13, o(11) =15,

Déterminer o (k) pour k € N*.

3. Prouver la convergence de la série ) ug (k) et calculer sa somme.

k=1

SOLUTION

1.

La convergence de la série est une conséquence directe du théoréme des séries alternées puisque (|ug|) est
une suite décroissante de limite nulle.

Pour le calcul de la somme, on utilise la série entiere Y, uxx*. Cette derniére est de rayon de convergence
1 par le cours et sa somme vaut x — In(1 + x) sur [0, 1[. De plus, la série entiére converge uniformément sur
[0,1] puisque pour x € [0,1], il s’agit d'une série alternée vérifiant les hypothéses du théoreme spécial des
séries alternées et ce dernier permet de majorer le reste uniformément sur [0, 1] de la facon suivante :

(_l)nxn+1

n+1

1

T n+l n—+oo

Vxe[0,1], [Rp()ls

Ainsi, les fonctions x — ukxk étant continues sur [0, 1], on obtient par théoreme de continuité d'une somme
de série de fonctions que la somme S de la série entiere est continue sur [0, 1] et donc en particulier en 1. Il
vient finalement :

+00
Y up=S(1) =1limS(x) = limIn(1l + x) = In2
=1 x—1 x—1

On observe que 'on énumere les entiers de N* en regroupant de fagon cyclique deux impairs puis un pair.
On obtientdonco(Bp+1)=4p+1,038p+2)=4p+3etocBp+3)=2p+2pourp=1.

3. Fixons n = 1. On calcule, grace a la question précédente et au résultat admis de I'énoncé, la somme partielle
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S35, de la série qui nous intéresse :

3n n-1 n—-1 n—-1
Ssn= ) Us) = Y Us@p+1) + Y Us@p+2) + I UsEp+3)
k=1 p=0 p=0 p=0

n-1 n-1 n-1
= Z Usp+1 T Z Usp+3 + Z Uzp+2
p=0 p=0 p=0

n-1 (_1)4]7 n-1 (_1)4}’}+2 n-1 (_1)2}’)+1

) )

p:04p+1 p=0 4p+3 p=0 2p+2
n-1 1 n-1 1 n-1 1
= —+ —
p=04p+1 ,=04p+3  52p+2
n-1 1 1 1 1 n-1 1 n-1 1 n-1 1
=) + + + )— - -
p=o\4p+1 4p+2 4p+3 4Ap+4)] [Sd4p+2 [Spd4p+4 [S2p+2
4111 ll’l—l 1 3n_1 1
_,C;E_Epzozpﬂ_ipzozpu
42"1 1(2"1 ”i 1 ) 3"5 1
ik 2\iok pm2p+2) 2,=2p+2
1 |
=Hap— -Hopn -
2 ’72::02p+2
1 1
—I{4n"§I{2n"EI{n

=In(dn) +y- % (In@2n) +y) - % (In(n) +Y) +0(1)

=1n(2v2) + o(1) In(2v2)

n—+oo

Enfin, on vérifie facilement que Ss,,+1 — S35, et S3,+2 —S3, tendent vers 0 de sorte que les trois suites extraites
(S31), (S3n+1) €t (S3n42) tendent toutes vers In(2v/2). On en déduit que la suite (S;) tend vers In(2 V/2). Ainsi
la série étudiée converge et sa somme vaut In(2 V2).

s PLANCHE C6 MINES — PoNTs 2022
1. 1.1. Montrer qu’il existe une suite réelle (ay)refo,,-17 telle que :

n-1
VPeR,1[X], VxeR, Px+n)=) aiP(x+k)
k=0

1.2. Expliciter une telle suite.

2. 2.1. Trouver (a,b) € R? tel que:

T 1
Vn=1, f (at2+bt)cos(nt)dt=—2
0 n

2.2. Démontrer, en justifiant pour quels réels ¢ € R la relation est valable, que :

L sin((n+31)t) 1
Vnz1, cos(kt) = ((-—f))_—
frc 2sin () 2

2.3. En déduire la valeur de la somme Z;‘:"i #

SOLUTION

1. 1.1. Onnote Al'’endomorphisme de R,_; [X] qui a P associe P(X+1). En écrivant la matrice de A dans la base
canonique de R,,_; [X] et en remarquant qu’elle est triangulaire supérieure, on peut facilement obtenir le
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polyndme caractéristique de A, a savoir A(A) = (A—1)" pour A € R. Par le théoreme de Cayley-Hamilton,
on a donc (A—1d)" = 0. Apres application du binéme de Newton (A et Id commutent) on obtient :

n

Z (Z) (—l)n_kAk =0

k=0
En évaluant en P € R,,_; [X] et en mettant le terme A" (P) de coOté, cela donne :

n-1
VP eR,-1[X], Nﬂn:—z(ﬁvdw*AHm
k=0

Enfin, en évaluant en x € R cette relation polynomiale, on obtient :

n-1
VPER,1[X], VxeR, P(x+n)=—z(Z)(—l)”‘kP(x+k)
k=0

1.2. Uneréponse a été donnée ci-dessus.

2. 2.1. En calculant I'intégrale proposée (par intégrations par parties), on trouve facilement que a = 1/(2n) et
b = —1 conviennent.
2.2. On mene ce calcul classique de la fagon suivante :

n n
Z cos(kt) =Re ( Z eikt)
k=1

k=1
1 _einl’
:Re(e” . )
1-e'f

ceci ayant un sens tant que e'’ # 1, c’est-a-dire tant que ¢ € R\2nZ. Enfin, avec la technique de I'angle
moitié, on peut facilement calculer cette partie réelle et on trouve :

_ (n+1)t 2
kEZICos(kt) = cos(—2 ) sin(%)

Avec la formule cos(a) sin(b) = %(sin(a + b) —sin(a — b)), on obtient bien le résultat annoncé.
2.3. Onfixe N € N, et on écrit grace aux questions précédentes :

ii—ifn(itz—t)cos(nt)dt
iZn? 5o \2n
—fn(itz—t)i (no)dt
= = k:1cosn
:/n(iﬂ_t) M_l dt
o \2m 2sin (%) 2
fﬂ%ﬁ-ﬂ.
=| <L —Zsin
o 2sin(%)

2

On montre alors que la fonction suivante :

(z=2°-1)

S
& sin(2)

est prolongeable en une fonction de classe ¢’ sur [0,7]. Cela permet ensuite de prouver de facon clas-
sique par intégration par parties (en dérivant g) que Iy tend vers 0 lorsque N tend vers +oco. Par consé-
quent, par passage a la limite, on trouve que :

+oo 1 o
i
— PLANCHE C7 I IMINE'S — P ONT'S 210212 0
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1. Pourx=0etn =2, onpose:
xe—nx
" In(n)

Up(x)

Etudier la convergence simple, uniforme et normale de la série de fonctions ¥ ,,5, .

2. Pour A, Bdans S, (R), on note A ~ B si et seulement si il existe P € GL,(R) telle que A = PTBP.

2.1. Montrer que ~ est une relation d’équivalence sur S, (R).
2.2. Déterminer les classes d’équivalence de ~.

SoLUTION

1. = Six=0,lasérie Y, -, u,(x) est de terme général nul et converge donc. Si x > 0, on observe que 1% u, (x)
tend vers 0 par croissances comparées, ce qui assure la convergence de la série Y-, u,(x). Finalement,
on obtient la convergence simple de la série de fonctions ) ,,>, u, sur R,.
m Soitn=2etxeR,.Ona:

+00 kx

Y ()

k=n+1

+00o xe~
=X

k:n+1ln(k)

+00

X Z e—kx

s S
In(n+1) .54
xe*(n+1)x +00

_ = -xvk
T In(n+1) ,;](e )

xe—(n+1)x
T ln(n+ 1)1 -e%)
xe *

< -
In(n+1)(1-e %)

On peut alors vérifier que la fonction x — a{e—;v) est bornée sur R, disons par M € R, de sorte que :

+00

Y ur(x)

k=n+1

<

In(n+1) n—+oo

Ceci prouve la convergence uniforme de la série de fonctions Y ,,>, u;, sur R;.
m Soit n = 2. Apres étude de la fonction u;, sur R, on observe que :

671

1
j;lRli |14, ()] féluﬁ U, (x) = uy, (n) 0D
Ce terme étant un terme général de série divergente, il n'y a pas convergence normale de la série de
fonctions sur R, .
2. 2.1. On vérifie facilement la réflexivité, la symétrie et la transitivité de la relation ~.

2.2. Soit A € S, (R). On note cl(A) la classe d’équivalence de A pour ~. D’apres le théoreme spectral, la ma-
trice A est diagonalisable et on notera Ay,..., A, les valeurs propres réelles de A (avec d’éventuelles répé-
titions). On peut alors facilement prouver par double inclusion (en utilisant le théoréme spectral dans
les deux sens) que :

cl(A) = {PTdiag(A1,...,An)B, P € GL,(R)}

MINES — PoNTS 2022

s PLANCHE C8

1. Soit (A,B) € .#,,(Z)?. On suppose que det(A + kB) = +1 pour tout k € [0,2n].
Calculer |det(A)| et det(B).
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2. On étudie la fonction f:[-1,+oco[ — R définie par :

2.1.

Vx=-1, f(x)zlen(l+xcos2 1 dr
)

Vérifier la bonne définition de f.

2.2. Montrer que f est de classe ! sur]—1,+oo[ et donner f.
2.3. En déduire la valeur de I'intégrale :

SOLUTION

1.

mes PLANCHE C9

= f§ In(sin¢) dz
0

Avec k =0, on obtient det(A) = +1 de sorte que |det(A)| = 1. Pour la suite, on pose P(x) = det(A+xB) pour tout
x € R. On remarque que P est une fonction polynomiale de degré au plus 7. Ainsi Q = P? — 1 est polynomiale
de degré au plus 2n. Mais, d’apres 'énoncé, Q admet les entiers de [0,2n] pour racines. On en déduit que
Q admet au moins 2n + 1 racines alors qu’il est de degré au plus 2n de sorte que Q = 0. Il vient donc que

P(x) =

det(A + xB) = +1 pour tout x € R. On écrit alors, pour x > 0, que det(A + xB) = x" det(A/x + B). Par

continuité de I'application det, on a:

lim det(A/x+B) =det(B)
X—+00

On conclut alors :

. 2.1

2.2.

2.3.

. P(x) +1
det(B) = lim det(A/x+B)= hm —=—=0
X—+00 +oo x™ x"
Pour x > -1, f(x) est I'intégrale d'une fonction continue sur un segment et existe donc bien. Pour x =
—1, 'intégrande est continu sur]0,7/2] et,en0,on a:

In(1 - cos” 1) =In(sin® £) = 2In(sin 1) = 2In (P - 1) =2Inz +2In ()~ 2In¢
—
ou I'équivalent est justifié par le fait que sin#/¢ tend vers 1 lorsque ¢ tend vers 0. La fonction In étant

intégrable au voisinage de 0, par théoreme de comparaison, on obtient que f(—1) existe.
On utilise le théoréme de classe 4! d'une intégrale 2 parametres et on obtient :

cos®t

%
Vx>-1, f'(x) :[
0

Pour x > —1 et x # 0, on peut calculer cette derniére intégrale en posant u = tan ¢ et par décomposition
en éléments simples :

1+xcos?t

fz cos“ t t_f“’o du a 1f+°° du 1f+°° du o b
o 1+xcos?t  Jo (A+ud)Q+x+u2) xJo 1+u®2 xJo 1+x+u2 2x 2xvI+x

On primitive I'expression précédente sur ] =]—1,0[ pour obtenir :
v1+x+1
Vxe], flo=
f ( V1i+x—

ol C est une constante. Par théoréme de continuité des intégrales a parametres, on peut justifier que
f est continue sur [—1,+o0[ de sorte que f(x) tend vers f(0) = 0 lorsque x tend vers 0. On peut ainsi
obtenir que C = —nIn2. Enfin, on remarque facilement que l'intégrale I recherchée n’est rien d’autre
que f(—1)/2 de sorte que par continuité de f en —1, il vient :

\/1+x+1 C_C_ nln2
V1i+x— 2 2 2

:—f( == llrn f(x)— lun —ln(

MINES — PoNTS 2022

1. Déterminer les matrices M € .4, (R) telles que :

MS—aM*+2M3 +8M2-8M =0 et Tr(M)=
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2. Soit @ :R — R continue et strictement monotone telle que @ o @ = 2¢p —1d.
Dans la suite, pour 7 € N, on notera ¢! = po@o---o¢ (n fois) avec la convention ¢!® = Id.

2.1. Prouver que ¢ est une bijection strictement croissante.

2.2. Montrer que la suite (¢!"!/n) ,en+ converge simplement et déterminer sa limite.

2.3. Etablir qu'il existe ¢ € R tel que ¢(x) = x + ¢ pour tout x € R.

SOLUTION

1.

Le polynéme P(X) = X° — 4X* + 2X3 + 8X? — 8X est annulateur de M. On peut facilement factoriser P sous la
forme P(X) = X(X — 2)2(X - vV2)(X + v/2). Par propriété classique, on a donc sp(M) < {—\/5,0, \/5,2}. Sur C,
le polyndme caractéristique de M est scindé de sorte que la trace de M vaut la somme des valeurs propres
comptées avec multiplicité. On notera myg, my, m, et m_ les multiplicités respectives de 0, 2, V2 et —v/2,
en convenant que la multiplicité est nulle si jamais la valeur n'est pas valeur propre de M (on n'a qu'une
inclusion des valeurs propres dans {—\/Z 0,v2, 2}). Ftant donné que Tr(M) =0, il vient alors :

2mo +V2(mye —m_)=0

Si my —m_ #0, larelation précédente donne que V2 est rationnel, ce quin’est pas le cas. Ainsi my —m_ =0,
c’est-a-dire m; = m_. La relation donne alors my = 0. Ainsi 2 n’est pas valeur propre de M et M — 21, est
donc inversible. En écrivant 'identité P(M) = 0 avec la version factorisée de P, en remarquant que M et
(M-21,)? commutent et en multipliant par (M—2I,,)~2 4 gauche, on obtient M(M—v/21,,) (M++/21,,) = 0. Ainsi
QX) =X(X—-v2)(X+v2) est annulateur de M et, comme il est scindé a racines simples, M est diagonalisable.
En notant m la multiplicité commune de v/2 et —v/2, M est donc semblable 2 une matrice diagonale par
blocs du type diag(01,,,,, v'21,,, —v/21,,,). Réciproquement, toute matrice semblable & une matrice diagonale
par blocs du type précédent vérifie les contraintes de I'énoncé.

2. 2.1. Par hypothese, ¢ est continue et strictement monotone donc bijective d’apres le théoreme de la bi-

jection. Reste a prouver qu’elle est strictement croissante. Supposons par I'absurde qu’elle soit stricte-
ment décroissante. Dans ce cas, ¢ o serait strictement croissante et ¢po ¢ +1d le serait donc aussi. Mais
po+Id=2¢ et aété supposée strictement décroissante, c’est absurde. Ceci permet de conclure que
 est strictement croissante.

2.2. Grace alarelation de’énoncé, ona, pourn=1:

[n-1]

n—1] _ n-1] _

Lp[’”l]—(p["] :(POQPO(P[ Lp["] =2(P°(P[ (p[n—ll_(p[n] =Lp[”] -
On en déduit que "+ — " = ¢ —Id pour tout n > 1, ce qui permet ensuite d’obtenir, pour 7= 0
n-1 n-1
e =1d+ ) (e*—@M)=1d+ Y (¢-1Id) =Id+n(¢p-1d)
k=0 k=0
On en déduit que :

[n] I
A =;d+(q>—1d)

o P 1d

n
2.3. Sijamais ¢ =1d, le résultat est démontré avec ¢ = 0. On suppose maintenant ¢ # Id. Ainsi il existe a € R

tel que @(a) # a. On distingue deux cas :

m Sig(a)>a.

Une des relations obtenues a la question précédente donne ¢! (a) = a + n(¢(a) — a) pour n = 0,
identité que 'on peut facilement prolonger sur Z par récurrence. Ainsi, la suite (¢ (a)) ez est
strictement croissante et de limites —oco et +oco en —oco et +oo respectivement. Si x € R est fixé, il

existe donc un entier p € Z tel que :

Lp[P] (a)<x< (p[l"*'l] (@)
Par croissance de ¢, il vient :

[p+n] [n] [p+n+1]
0 (@) L (x) <@ (@)

VneN*,
n n n
Par théoreme d’encadrement, on en déduit en utilisant I'expression de la limite simple trouvée a la
question précédente :
" (x) " (a)
lim i = lim @ =¢pla)—a
n—+oo n n—-+oo
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s PLANCHE C10 === MINEs - PoNTS 2019

= Si@(a) < a, un raisonnement similaire peut étre mené.
Dans les deux cas, on peut bien conclure que :
[n]

nLlIPoo n - @(a) —a

Par unicité de la limite simple, grace a la question précédente, on a ¢ —1Id = @(a) — a, c’est-a-dire
¢ = Id+c avec ¢ = ¢(a) — a, ce que 'on voulait.

1. 1.1. Soit |.|| une norme euclidienne sur un R-espace vectoriel. Soit (x, y) € E2. Montrer que:

lx+yl<lxl+1lyl

Discuter du cas d’égalité.

1.2. SoitX € .#p,,1(R). On considéere U et V dans O, (R) telles que UX + VX = 2X.
Montrer que UX =VX =X.

1.3. Soit M € .4, (R). On considére U et V dans O, (R) telles que UMU ! + VMV ™! = 2M.
Montrer que UM =MU et VM = MV.

2. Onfixe p €]0, 1. Soient X et Y deux variables indépendantes suivant la méme loi géométrique de parametre p.

2.1. DéterminerlaloideS =X+Y.

2.2. Calculer, pour (n,k) eN?, n=2etk=>1,PX=k|S =n).

2.3. Soit Z une variable aléatoire a valeurs dans N* telle qu'il existe p €]0, 1] tel que, pour tout n € N*, on ait la
relation P(Z>n+1|Z> n) =1—- p. Déterminer la loi de Z.

SOLUTION

1. 1.1
1.2.

1.3.

C’est du cours! Il y a égalité si et seulement si (x, y) sont positivement liés.

On munit 4,1 (R) de son produit scalaire canonique (X,Y) — XY). On prend la norme euclidienne
associée. On a [|12X]| = [[UX+VX]| etdonc 2|IX| < [UX][+[[VX]l. Or U etV étant des matrices orthogonales,
i.e. représentant des isométries, ||[UX]| = [ X|| et [VX] = [X]|. On a donc

2|XN < TUX + VX < [TUX] + VX < 211Xl

et donclesinégalités deviennent des égalités : on a égalité dans I'inégalité triangulaire utilisée au milieu.
UX et VX sont donc positivement liés.

Ou bien UX =0, et comme U est inversible, X = 0 et les égalités demandées sont évidentes.

Ou bien il existe a € R, tel que VX = aUX. Alors, [[UX] = [IX]| donne | X|| = [X|| et comme X # 0, IX]| #
0. Il vient alors a = 1 et donc UX = VX. Comme, UX + VX = 2X, il vient 2UX = 2X et donc UX = X et
finalement, UX = VX =X.

On munit .4, (R) de son produit scalaire canonique (M, N) — Tr(‘MN)). On utilise alors la norme eucli-
dienne associée. Comme précédemment,

2IM| < [UMU™ |+ VMV

Or, [UMU7Y2 = Tr(f(UMUH(UMU™Y) = Tr(U'MU~TUMU ™) = Tr(U!MMU 1) et comme Tr(XY) =
Tr(YX), on obtient, [UMU™!|2 = [M||2, d’oix

2IM| < [UMU '+ VMV < JUMU Y| + [VMV | < 2M].

On a égalité dans I'inégalité triangulaire : UMU~! et VMV ~! sont positivement liés.

Ou bien UMU ™! = 0 et comme U est inversible, M = 0 et les égalités voulues sont évidentes.

Ou bien il existe a € R, tel que VMV~! = aUMU ! et comme UMU ! et VMV ~! sont de méme norme
(celle de M), il vient a = 1 et donc UMU ™! = VMV~ et comme UMU™! + VMV~! = 2M, on a bien
UMU! =VMV~! =M. Or, UMU ! =M donne UM = MU et de méme VM = MV.
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2. 2.1. Sestavaleursdans [2,+o00].SoitneN, n=2.

n-1
PS=n=P||JX=bn¥=n-k|.
k=1
Les événements étant incompatibles, il vient
n-1 n-1
PS=m=) P(X=kNY=n-k)=) PX=KPY=n-k
k=1 k=1

les variables X et Y étant indépendantes. On a alors

n—1
PS=nm=Y A-plpa-p"*p=p*a-p"2n-1.
k=1

2.2. Pour neN* ona
P((Z>n+1)nZ>n)) _ PZ>n+1)
P(Z> n) ~ PZ>n)
(P(Z > n))us1 est donc une suite géométrique de raison 1 — p. On a donc, pour n € N*, P(Z> n) = (1 -
p)" 'P(Z>1).Sionnote g=P(Z=1),P(Z>n)=1-p)" 11 -q).
On aalors, pourneN, n =2,

1-p=P(Z>n+1|Z>n)=

PZ=n)=PZ>n-1)-PZ>n=0-p)"?0-9)-A-p)" '0-q)=pQ-p)" >0 -¢q.
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1. Soient E un K—espace vectoriel et u, v € Z(E) tels que :
uov=vou, Ker(u)=v(Ker(u)) et Ker(v)=u(Ker(v))

1.1. Montrer que Ker(u o v) = Ker(u) + Ker(v).
1.2. Généraliser pour une famille (¢;);<i<; d’endomorphismes de E qui commutent.

2. Soit (x,) ,en Une suite strictement croissante de réels strictement positifs de limite infinie. Montrer que :

+00 +00 +00(__1)n
Y (-Dtetntdr = )
0 n=0 n=0 *Xn

SOLUTION

1. 1.1. On doit prouver une double inclusion.
Soit x € Ker(u); on a u(v(x)) = v(u(x)) = v(0) = 0 et donc x € Ker(uo v). Ainsi Ker(u) < Ker(uo v). De
méme Ker(v) c Ker(u o v) et comme le noyau est un espace vectoriel,

Ker(u) + Ker(v) c Ker(uo v)

Réciproquement, soit x € Ker(uo v). on a alors v(x) € Ker(u) = v(Ker(u)). Il existe ainsi y € Ker(u) tel que
v(x) = v(y). Posons z = x— y : c’est un élément de Ker(v). On a ainsi x = y + z € Ker(u) + Ker(v). Ceci
prouve que
Ker(u o v) c Ker(u) + Ker(v)
On a ainsi I'égalité demandée.
1.2. On suppose que
Vi# j, ujouj=ujou;, Ker(u;) = uj(Ker(u;))
On veut alors montrer que
n
Ker(ujo---ouy,) =Y Ker(u;)
i=1
Comme dans le cas n =2, on a Ker(u;) < Ker(u; o--- o u,) pour tout i de maniére simple (et comme les
u; commutent). Ainsi
n
Y Ker(u;) © Ker(uj oo up)
i=1
On prouve l'inclusion réciproque par récurrence sur 7.
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1.

SOLUTION

- Initialisation : le résultat a été prouvé pour n = 2 (il est aussi vrai pour n = 1 de facon immédiate).

- Hérédité : soit n = 2 tel que le résultat est vrai jusqu’au rang n. On se donne n + 1 endomorphismes
convenables. Soit x € Ker(u o---o u,41). En particulier, 1,41 (x) € Ker(u; o---o uy) et le résultat au
rang n donne une décomposition

Upe1(x) =x1 +---+x, avec x; € Ker(u;)
Comme Ker(u;) = u,+1 (Ker(u;)), il existe y; € Ker(u;) tel que x; = ;41 (y;). On a ainsi
Un+1(X) = Ups1(y1+---+ yn) avec y; € Ker(u;)

etainsi x—y; — -+ — yn € Ker(u,+1) ce qui nous donne la décomposition de x voulue.

Il s’agit d’'utiliser un théoréme d’interversion. Il est plus naturel ici d'utiliser le théoréme de convergence
dominée (celui d’'intégration terme a terme est inadapté car le signe (—1)" est crucial). Posons donc f, : t—
(_ 1) n e—xn l"

- (fy) est une suite de fonctions continues sur R*. Pour tout réel ¢ > 0, Y. (f,, (1)) vérifie les hypotheses de
la regle spéciale (terme de signe alterné, décroissant en module et de limite nulle avec les hypotheéses
sur (x;)). Ainsi, Y (f;) converge simplement sur R**.

- D’apres la régle spéciale, on a

i Jr(®)

k=n+1

Via,blcR™, Vte€[a,bl, <|fus1 (D] < e ¢

On en déduit que

o0
Yia,bl<R™, | Y fx <e 0

k=n+1

0,[a,b]

Y (fn) converge donc uniformément sur tout segment de R** et la somme simple de la série est donc
continue sur R** puisque les f;, le sont.
- Laregle spéciale donne aussi

<|fo(n)|=e"

ifk(t)

k=0

Vi>0, VrneN,

Comme xg > 0, le majorant est intégrable sur R* et on a vérifié 'hypothése de domination.

Le théoréme s’applique et indique que la somme simple est intégrable sur R* avec

& n —xpt - [ n_—xpt — (_l)n
Y (D" tde=) | (D"e'dr=)
0 n=0 n=0J0 n=0 *n

Soient A, B € ., (R) deux matrices diagonalisables dans R. On suppose que A3 +A+1,, =B +B+1,,.
Montrer que A =B.

Soit (an) yen 1a suite définie par :

L+ 2\
VnenN, anzf( ) dt
0 2

Déterminer le rayon de convergencede Y, . anx".
Etudier la convergence de la série entiere en 1 et —1.
Proposer une méthode pour obtenir la somme de la série.
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1.

1.

2.2. Laminoration a, =

Notons A; < ... < A, les valeurs propres ordonnées de A. A est semblable a diag(A;,...,A,) et, en notant
P=X3+X+1, P(A) est semblable a diag(P(A1),...,P(A,)). x — P(x) étant croissante sur R (dérivée positive),
les valeurs propres de P(A) sont P(A1) <... <P(A,).

En notant de méme p; < ... < y, les valeurs propres ordonnées de B, les valeurs propres de P(B) sont
P(up) <...<P(up).

Comme P(A) = P(B), on en déduit que Vi, P(A;) = P(y;). Or, P est en fait strictement croissante et donc in-
jective et ainsi Vi, A; = ;.

On a déja montré que A et B ont mémes valeurs propres avec méme ordre de multiplicité (égal a la dimen-
sion du sous-espace propre puisque ’on est dans le cas diagonalisable).

Linjectivité de P montre que E) (A) et Ep(y)(P(A)) ont méme dimension (les multiplicités de A et P(A) dans
A et P(A) sont les mémes et on est dans le cas diagonalisable). Or, E) (A) < Ep())(P(A)) est immédiat. Par di-
mension, on a une égalité.

Comme on peut faire la méme chose pour B, on a donc les sous-espaces propres de A et B qui sont les
mémes.

Comme les matrices sont diagonalisables, qu’elles ont mémes valeurs propres et mémes sous-espaces propres
associés; elles sont égales.

2. 2.1. Il estimmédiat que

1
VneN,Osansf 1"der=1
0

Ainsi (a, x™) est une suite bornée pour | x| < 1 et le rayon de convergence est plus grand que 1.
Par ailleurs, comme 1 = t2 quand ¢ € [0, 1], on a aussi

1

VneN, anzf Prhdr=
0 2n+1

ce qui prouve que (a,x") est non bornée si |x| > 1. Le rayon de convergence est ainsi égal a 1.

_:l .
571 = 0 prouve que } (a,) diverge.
1+

n
(an) est une suite décroissante (pour ¢ € [0, 1], plus n est grand, plus (T) est petit). On a

L1\ 1
Osansf (—) dt=—
0

1 LS|
5 o —(1+z)"+1] <—0

n+1 o h+l1

ce qui montre que a, — 0 (ce que I'on aurait aussi pu prouver en utilisant le théoréme de convergence
dominée). Comme, enfin, ((—1)"ay,) est alternée, la régle spéciale montre que Y_((—1)"a,) converge.

2.3. Notons S la somme de la série entiére. On a

o (1 1+e2\"
VYxel-1,1[, S(x) = )_ (x * ) dr
n=0v0 2

2\
Fixons x €] —1,1[ et posons f, : t— (x“Tt) . (fn) est une suite de fonctions continues sur [0, 1] et

Vte[0,1], |f(D] < |x|"

Ainsi || fillco,0,1] < |x|" est le terme général d'une série convergente. ) (f;,) converge normalement sur le
SEGMENT [0, 1] et on est dans le cas simple ol1]'on peut intervertir :

1+12\" 1 2
X h ) dtzf ——dt
2 0 2—x)—xt?

1 oo

Vxe]-1,1[, S(x) =

0 n=0

Il reste alors a calculer I'intégrale.

On consideére la fonction f définie par:

On rappelle que f;*°

+00
f(x) _ Z e_xznz
n=0

e dr= 4
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1.1. Donner le domaine de définition de f. Etudier sa continuité.

1.2. Déterminer la limite de f en +oo.

1.3. Trouver un équivalent de f en 0.

2. Lebutdel'exercice est de trouver les matrices de .#3(R) qui vérifient :

M3 -3M+2I3=0 (B)

2.1. Trouver deux polynomes U et V tels que (X — 1)U + (X +2)V = 1.
2.2. En déduire que si M vérifie (E) alors R® = Ker((M —I)%) & Ker(M + 2I3).
2.3. Que dire d'une solution M dont 1 n’est pas valeur propre?

2.4. Que dire d'une solution M dont 2 n’est pas valeur propre?

On montrera que M peut étre de deux formes seulement.

2.5. Traiter les cas restants.

SOLUTION

1. Onpose fr(x)=e"
1.1.

1.2.

1.3.

x*n?

Si x < 0 alors }_(f;,(x)) diverge grossierement.

Si x >0 alors f,,(x) = o(1/n?) est le terme général d’une série absolument convergente.
La fonction f est ainsi définie sur R** (il y a convergence simple de Y. (f;,) sur R**).
Toutes les fonctions f;, sont continues et

2 .2
—n-a
Va> 0’ ||fn||oo,[a,+oo[ se
Le majorant étant le terme général d’'une série convergente, Y (f;) converge normalement sur toute
partie [a,+oo[ avec a > 0 et donc a fortiori sur tout segment de R**. Le théoréme de continuité des
séries de fonctions donne

fE.;gO(R+*)

La question précédente montre que Y (f;;) converge normalement au voisinage de +oo. Chaque fonc-
tion f,, admettant une limite finie en +oo (0 si n =1 et 1 si n = 0), on peut utiliser le théoréme de double
limite et en déduire que

Jim f(x) = r;]xljrpoofn(x) =1

. . ey S . P
Soit x > 0. La fonction ¢ — e™* " est décroissante sur R*. Une comparaison série-intégrale donne

+o0o 2 [2 (o8] +o0o 2 [2
f e” dtstn(x)sf e *dr+1
0 n=0 0
Le changement de variable linéaire u = xt donne

too L | B R b1
f eXtdt:—f e”du:£
0 0

X 2x

Dans notre encadrement, le terme 1 est négligeable et le majorant et minorant sont tous deux équiva-
lents a 2—‘/5 (x — 0). On en déduit (diviser par ce terme et utiliser le théoréme d’éncadrement)
VT
f) P

x—0t 2X

2. Onremarque que X° —3X+2 = (X-1)?(X +2).

2.1.

On cherche U de degré 0 et V de degré 1 (par exemple par coefficients indéterminés). On trouve facile-
ment que

-——|X+2)=1

1 , (4 X
—X-12+|--=
9 9 9
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1.

2.2. Appliquons cette égalité polynomiale a M :

2.3.

2.4.

2.5.

9I; = M —1I3)% + (I3 - M)(M + 215)
En particulier (ici R® est identifié aux matrices unicolonne)
VX eR3 9X = (M-13)°X + (M +2I3) 4l —M)X =Y + Z (%)

Supposons que M vérifie (E). On a alors (M — I3)2(M + 2I3) = 0. Avec les notations ci-dessus, Y € Ker(M +
2I3) et Z € Ker(M+2I3). X = %Y+ %Z est donc dans Ker((M—1I3)%) +Ker(M+2I3). Ceci montre une inclusion
et 'autre éest immeédiate :

R® = Ker((M — I3)?) + Ker(M + 2I3)

SiX e Ker((M— 13)2) NKer(M + 2I3) alors (M — 13)2X =0et (M+2I3)X =0. Avec (*), on voit que X = 0 (noter
que (M + 213) (413 — M) = (413 — M) (M + 2I3)). La somme est donc directe.
Si 1 n'est pas valeur propre de M alors M — I3 est inversible. Comme (M — I3)2(M + 2I3) = 0, la multi-
plication a gauche par I'inverse de M — I3 (deux fois) montre que M = —2I3. Réciproquement, —2I3 est
solution de (E).
Si 2 n'est pas valeur propre alors (M — 13)2 =0 et donc Im(M —I3) c Ker(M —I3). Par théoréeme du rang,
on en déduit que Im(M —I3) peut étre de dimension 0 ou 1 (si sa dimension est plus grande que 2, la
somme des dimensions de 'image et du noyau est plus grande que 4; or, cette somme vaut 3).
Sil'image est de dimension 0, M =1I3.
Sil'image est de dimension 1, il existe un vecteur e; non nul tel que Im(M—1I3) = Vect((M—I3)e;). On note
€2 = (M —1I3)e;. C’est un élément de Ker(M —I3). On peut compléter pour obtenir (e, e3) base du noyau.
On vérifie que la famille (ey, e2, e3) estlibre (si a;e; +azex +aze3 = 0, on obtient a; = 0 en composant par
M —1I3 et on a alors az = ag = 0 car (e, e3) est libre). En utilisant cette base, on voit que M est semblable
1 0 0
all 1 0f.
0 0 1
Il reste le cas o1 1 et —2 sont valeurs propres. Les noyau de M — I3 et de M + 213 sont de dimension au
moins 1.

- SiKer(M+2I3) est de dimension 2 alors M est diagonalisable et semblable a diag(1, -2, —2) (puisque
Ker(M —1I3) est au moins de dimension 1, il ne peut étre que de dimension 1 car les sous-espaces
propres sont en somme directe).

- Sinon, Ker(M + 2I3) est de dimension 2 et Ker((M —I3)?) est de dimension 2.

Si Ker(M —1I3) est de dimension 2 alors M est semblable a diag(1, 1, -2).
Sinon on construit comme plus haut haut une famille (e;, ex)telle que Me; — e; = e, avec (ey, e2)

1 0
base de Ker((M —1I3)?) et avec cette base, on montre que M est semblablea [1 1
00

Soit (ay) ,en une suite de nombres complexes telles que le rayon de convergence de la série entiére Y, _,a,2"
est égal a +oo. On note f la somme de la série entiere.

1.1. Pour n €N, exprimer 'intégrale suivante en fonction de R et de a,, :

1 21 . X
g f(RelG)e—mB do
0

1.2. Onsuppose qu’il existe M > 0 tel que | f(z)| < M pour tout complexe z € C.
Montrer que f est constante.

1.3. Onsuppose qu’il existe un polynéme P tel que | f(z)| < [P(z)| pour tout complexe z € C.
Montrer que f est un polynéme.

Soient X,Y deux variables aléatoire indépendantes de méme loi %8(n,1/2).

Calculer la probabilité que la matrice (X

0 Y) soit diagonalisable.
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3. Soit a > 0. Etudier la série de terme général u,, o1 :
- 1
Vn=1, un—Arctan(1+( i ) 1

SOLUTION

1. 1.1. Onexprime f comme somme de la série entiere :
2n oo
f f(Rele) —inf de f Z akRk i(k—n)0 de

1l s’agit maintenant d’intervertir les symboles. Comme on integre sur un segment, il suffit que la série
de fonction converge normalement sur ce segment. Ceci a lieu car

v0 € [0,27, |a;R*e!® 9| < |a, RF

etle majorant est le terme général d'une série convergente (indépendant de 0). Ainsi

27 . . 00 2n
f f(Rele)e—lne de — Z (“kka el(k—n)e de)
0 0

k=0

Comme fozn eiP9 d0 estnul si p € Z* et vaut 2m si p = 0, on en déduit que
1 [2n . .
ﬁfo fRe®)e " 46 = a,R"

1.2. On suppose f bornée et on veut montrer que f est constante, c’est a dire que a, = 0 pour tout n = 1.
Avec la question précédente et 'hypothese sur f, on a

1 om M
vn, Ianls—f Mdb=
2nR"™ Jo 2mR”"

Pour n = 1, le majorant est de limite nulle quand R — +o0 et ainsi a;, = 0. f est donc constante.

1.3. Pestun polyndéme et on note d un majorant de son degré. On a alors |P(z)|/ Izl"p’1 qui est de limite nulle
quand |z| — +oo et donc plus petit que 1 pour |z| assez grand, disons |z| = Ry.
De facon similaire, a la question précédente, on a

d+1

2n . R
f [P(Re'®)| d0 <
0

VR=Ry, Vn, |la,| <
0 | nl 2R

2nR"
En faisant tendre R vers +oc0, on obtient la nullité de tous les a,, pour n = d +2. f est donc polynomiale.

2. La matrice (g }1/) est diagonalisable si x # y (il y a alors deux valeurs valeurs propres différentes et donc

deux sous-espaces propres de dimension 1) etnon diagonalisable si x = y (il y a alors une unique valeur
propre et la matrice n’est pas du type xI»). La probabilité de I'événement X =Y s’obtient en décomposant en
réunion d’événements incompatibles :

PX=Y) = Xn:IP(szmsz)
k=0
Par indépendances des variables,
1 " n ° 1 1 X (n n
PX=Y) =];)P(X=k)P(Y:k)=kZ_O(k) T > (k)(n_k)

On a la formule de Vandermonde suivante :

£l

137



mossss PLANCHE C15 === MINES - PONTS 2017

que I'on prouve de facon ensembliste (choisir p éléments parmi n; + ny revient a en choisir kparmi les n; et
n— k parmiles np pourk =0,..., p). Onl'utilise avec n; = ny, = n et p = n pour conclure que

1 (Zn)
PX=Y)=—
4"\ n

1 (Zn)
1-—
4"\ n

La formule de Taylor-Young appliquée a la fonction Arctan en 1 donne

La probabilité cherchée est alors

Arctan(x) = ~ + l(x— - l(x— D?+o((x-1?)
4 2 4
On en déduit que

L 1
R PP P
ou encore que

Gk 1
Uy — —— o
" 2n 4n2™
Comme ) ( (;rll()x”) est convergente par regle spéciale (terme général alterné, de limite nulle et décroissant en

_(=D"
2n%

module), la nature de Y_(u,) est la méme que celle de }_(u,
séries positives, il y a convergence si et seulement si 2o > 1.

). Par théoreme de comparaison pour les

1. Soit f une fonction de classe ¢"' de R, dans R%. On suppose qu'il existe a > 0 tel que f’(x)/ f(x) soit équivalent
a a/x quand x tend vers +oco.
Pour k > 0, montrer que f(kx)/ f(x) tend vers une limite finie quand x tend vers +oo et donner cette limite.

2. On considere un guichet qui accueille des clients un par un. Pour tout entier naturel k on note By le nombre de
clients qui arrivent faire la queue pendant l'intervalle de temps [k, k + 1[ et on suppose que By suit une loi de
Bernoulli de parameétre p. On suppose enfin que les (By) peny SOnt mutuellement indépendantes et que le temps
qu’un client passe au guichet pour étre servi suit une loi de poisson de parametre A. On introduit X la variable
aléatoire égale au nombre de clients qui sont arrivés pendant que le guichet s’est occupé d’un client.

Donner la loi de X.

SOLUTION

1.

!
?&? = % 1l existe alors une constante c telle

que f(x) = cx® (résolution de l'équation différentielle) et ainsi ];((kx’;) =k

ff((kx);) — k% quand x — +oo.

Soit € > 0. Par définition de I'équivalent, il existe A tel que

flx) a _

fo xS°F

Supposons k = 1. Intégrons cette inégalité entre x et kx (ce que I'on peut faire pour x = A)

Pour se faire une idée de la situation, on peut supposer que

. On va donc tenter de prouver que

Vx=A,

a
X

kx ! kx ! kx
Vx=A f (w—z)dt'sf f(t)_g dtsaf Eclt
X f t x f t x I
et ainsi ‘
Vx=A, |In (M) —In(k"| <ealn(k®)
f(x)
Par définition des limites (aln(k%) est une constante) on a donc
. f(kX)) w
1 1 =In(k
xiToo Il( f(x) (k)
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1.

Il reste a composer par la fonction exponentielle qui est continue pour conclure que

lim Jlkx) =k“

X—+00 f(x)

2. Letemps passé par un client au guichet n’étant pas limité, on a X(Q2) = N.

En notant T le temps de passage du client, on conditionne par le systeme complet d’événements (T = 7) ;e :
o0
VkeN, PX=k) =) P(T=inX=k)
i=0

Pour qu’arrivent k clients, il faut que le temps de passage soit au moins égal a k et les termes d’indice < k-1
de la somme sont nuls. Quand ¢t =i,onaX=B; +---+B; et donc
[e) i
PX=k=) P(T=in) Bj=k)
i=k j=1
T estindépendant des B; et donc de la somme et ainsi

PX=k =) P(T=i)P()_ Bj=k)
i=k j=1

Une somme de variables de Bernoulli indépendantes de méme parametre est une variable binomiale et ainsi

DA ik

2 e Pra-p

ik U

e*)\pk)\k o) )\ifk(l_p)ifk
K= G-k

PX=k)

e *pFAF xaep
k!
k
e_)\p ()\p)
k!

X suit donc une loi de Poisson de parametre A p.

Soit X un ensemble fini. On dit que f : X — X est une involution de X si fo f =id.
On note, pour n €N, I, le nombre d’involutions de [1, n] etI'on convient que Iy = 1.

1.1. Calculerly, I, et I3.
1.2. Pour n €N, montrer que I,;42 =141+ (n+1)1,.

On pose:
+00

In
S(z)=) —z"
(2) n;o o
1.3. Montrer que S aunrayon R > 0.
1.4. Calculer (1 - x)S(x) pour x €] — R, R[. En déduire une expression simple de S puis une expression de I,,.

Soit E un espace euclidien et soient p, g des projecteurs orthogonaux de E.

2.1. Donner la définition d'un projecteur orthogonal et un exemple de probléme pour lequel la résolution né-
cessite I'utilisation de projecteurs orthogonaux.

2.2. Montrer que le polyndéme caractéristique de u = p + g est scindé sur R[X].
2.3. Montrer que les valeurs propres de u sont dans [0, 2].
2.4. Déterminer Ker(u) et Ker(u —2Id).
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SOLUTION

1.

1.1.

1.2.

1.3.
1.4.

. 2.1

2.2.

2.3.

On a immédiatement I; = 1. Une involution étant une bijection, les cas n = 2 et n = 3 sont faciles a
traiter puisqu'’il suffit de tester les bijections existantes (en nombre 2 et 6). On trouve I, =2 et I3 = 4.

La formule proposée est vraie pour n = 0. Soit n = 1. On partitionne '’ensemble des involutions de
[I1,n+2]] selon la valeur de f(n +2).

- Si f(n+2) =n+2,larestrictionde f a[|l,n+1]|] estune involution de [|1, n+1]] et (réciproquement),
tout choix d'une involution de [|1, n+ 1|] donne une involution de [|1, 7 +2|] en prolongeant en 7 +2
par la valeur n + 2.

- Sif(n+2)=kelll,n+1]] alors f(k) = n+2. Larestriction de f a [|1,n+ 1] \ {k} est une involution
de cet ensemble a n élément. Réciproquement, tout choix d'une telle involution donne naissance a
une involution de [|1, n + 2|].

On adonc

Lni2 =Ipt1 + (n+ DI
Toute involution étant une bijection, ona 0 <1, < n! etdonc (I,,/n!) est bornée ce qui indique que R > 1.
Pour x€]—1,1[ (au moins) on a

(1+x)S(x) +Z°°I” ”++Z°° In1_on
X X) = —X X
o 1! o1 (m=1)!

En regoupant les sommes et en utilisant la relation vérifiée par I, on trouve

n+1

(1+x)S(x)—1+Z x”—S(x)

1l existe donc une constante c telle que

Vxe]l—1,1[, S(x) = ce*t2*

CommeS(0)=1,onac=1et

2

Vxel-1,1[, S(x) =e’e”? =

||M8

x (e8]
e
Par produit de Cauchy, on trouve

4 ! p !
IZp = Z (zkﬂ(zp) et 12p+1 = Z (Zkﬂ(zp+ 1)
=0 2Fk!\2k o 2Fk!\ 2k
Un projecteur orthogonal de E est un endomorphisme de E tel que p? = p (projection) et Ker(p) &+
Im(p) = E. Comme E est de dimension finie, cette derniéere condition peut-étre remplacée (avec le théo-
réeme du rang) par Ker(p) L Im(p).

On peut aussi, géométriquement, définir une projection orthogonale (sur F) comme la projection sur F
de direction F* (quand F et F* sont supplémentaire ce qui est le cas si F est de dimension finie).
Classiquement, on utilise les projecteurs orthogonaux pour calculer la distance d'un élément x € E a un
sous-espace F. Cette distance est égale a || x — pr(x)|| ou pr est la projection orthogonale sur F.

Un projecteur orthogonal est un endomorphisme symétrique (Vx, y, (p(x)|y) = (x|p(y)) ou encore re-
présenté par une matrice symétrique dans une bonne b.o.n, ici une b.o.n adaptée aux supplémentaires
orthogonaux Ker(p) et Im(p)). La somme de deux endomorphismes symétrique est symétrique et donc
u=p+qeS(E). uest donc diagonalisable en b.o.n. (théoréme spectral) et son polyndme caractéris-
tique est en particulier scindé (égal au produit des (X — A)¢ pour A dans le spectre de u et d dimension
du sous-espace propre associé).

Comme p est un projecteur orthogonal et donc symétrique, on a

1P = (p()|p0) = (Xl p(p(0)) = (xlp(0) < lxll- [ P

avec égalité si (p(x), x) liéei.e. x € Im(p).

On en déduit que ||p(x)] < [l x| (méme cas d’égalité). On a aussi (p(x)|x) = (p(p(x))|x) = ||p(x)||2. Ainsi
0<(px)|x) < [ x|I2. 1l en va de méme pour q.

Soit x un vecteur propre de u associé a la valeur propre A. On a

MlxlI? = (u(x)1x) = (p(0)1x) + (g(x)]x) € [0, 2] x]|*]

On en déduit que A < 2. Les valeurs propres de u sont donc dans [0, 2].
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2.4. Siu(x)=2x alors on est dans le cas d’égalité évoqué ci-dessus pour p et g et donc x € Im(p) NIm(qg). La
réciproque est immeédiate et
Ker(u - 21d) = Im(p) nIm(q)

Supposons maintenant que u(x) = x. On a alors x = p(x) + g(x). Ainsi g(x) = x — p(x) € Im(gq) N Ker(p)
et de méme p(x) = x — g(x) € Im(p) nKer(g). Comme x = p(x) + g(x), on a donc x € (Im(q) NnKer(p)) +

(Im(p) nKer(q)).
Réciproquement, si x est élément de I’ensemble de droite, on vérifie que u(x) = x. Ainsi,

Ker(u —1d) = (Im(q) nKer(p)) + Im(p) NnKer(q))

D. CoNcOURS CENTRALE — SUPELEC

mess PLANCHE D1 === CenTRALE 12024

L s . (-n"
On fixe a > 0 et on considere la série Z .

1. Prouver la convergence de la série.

2. Démontrer I'égalité :

1 dx +00 (_l)n
ek

1+x% ;Sl+na

n

4113 +oo (=1)
En déduire la valeur de 3, % 5"+

3. Retrouver le résultat précédente avec un développement en série entiere usuel.

SOLUTION

1. La convergence de la série est une conséquence immédiate du théoréme spécial des séries alternées qui
s’applique bien ici puisque la valeur absolue du terme général est bien décroissante et de limite nulle.

2. Un développement en série entiere usuel donne :

1 +00
Vxe[0,1], = —1)txna
(010 3 n;o( )

Ainsi on peut écrire :

1 dx 1400 1 N
f = > (-D"x"*dx =f lim ) (-1)"x"*dx
o 1+x% Jo ;% 0 N—+oo;5
———
=SN
On va maintenant chercher a intervertir intégrale et limite a I'aide du théoreme de convergence dominée.
Les fonctions (Sx)nso sont continues sur [0, 1[ et convergent simplement vers x — 1/(1 + x%) sur [0,1[ qui
est elle-méme continue sur [0, 1[. Enfin, par sommation de termes géométriques, on a la domination sui-
vante :
1-— (_1)N+1x(N+l)a

VN=0, Vxe[0,1[, ISnl= <2
1+ x4
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et la fonction constante égale a 2 est continue et intégrable sur [0, 1 [. Ainsi le théoréme s’applique, on peut
échanger limite et intégrale, on obtient :

1 d 1
f * :f lim Z( 1" x"% dx
0 0

1+ x2 NH+00

= lim Z( D" x"*dx

N—+o00Jo P

= lim Z( 1)”[ x"dx

N—>+oo

_1\n
= lim Z(l)

N—+oo ;= 1+ na

+00 (_1)71

n—ol+na

En appliquant cette relation avec a = 2, on obtient :

+oo(_1)n ldx T
Yoneihy T

=h2n+1 1+ x?

On rappelle le développement en série entiére usuel suivant :

+00 (_Dn
Vxe]-1,1[, Arctan(x)= Z
n—on+1

n

X

On va prolonger cette égalité par continuité au point 1. La série de fonctions Y ,-q(-1)"/(2n + 1)x" a un
terme général continu sur [0,1] et, pour x € [0,1], la série vérifie les hypotheses du théoréeme spécial des
séries alternées de sorte que 1'on a la majoration suivante du reste :

(_1)N+1
2N+3

1
2N+ 3 N—+oco

N+1

Vxe[0,1], VN=0, |Ryx)|< 0

ce qui donne la convergence uniforme de la série de fonctions sur [0,1]. Par théoréme de continuité d'une
somme de série de fonctions, la fonction somme x — Z* o(=1""/(2n +1)x" est continue sur [0,1] et en
particulier en 1. Cela permet de conclure avec la relation rappelee en début de question :

+00 (_l)n +00 (_1 n

)3 m )

=1
—o2n+1 x—1"/=2n+1

x" = linll Arctan(x) = —
e

PLANCHE D2 ===  CeNTRALE 12023

Soit n € N*. Pour (U,V) € #,(C)?, on pose [U,V] =UV -VU.

1. Pour (U,V) e 4, (C)2, montrer que Tr([U,V]) =0.

2. Réciproquement, on se donne A € .4, (C) telle que Tr(A) = 0, le but est de prouver qu’il existe (U,V) € M, (C)?
tel que A=[U,V].

2.1.

2.2.

2.3.

Si u € Z(E) est un endomorphisme d’un espace vectoriel E qui vérifie que (x, u(x)) est liée pour tout x € E,
prouver que f est un homothétie, c’est-a-dire qu'il existe a € C tel que u = aldg.
En déduire que A est semblable a une matrice R par blocs de la forme :

Ra = (g k') avec Ce€.ly-1,1(C), Le At n—1(K) A" € M1 (C)

etouTr(A") =0.

Pour U € .4, (C), prouver qu'il existe « € C tel que U —al,, soit inversible.
On définit des matrices par blocs sous le méme format que la matrice Ry en posant :

a 0 0 Y
RU—(O U,) et Rv—(X V’)

Calculer RU RV - RvRU.
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2.4. Conclure par rapport au probléme posé.

SOLUTION

1. C’estimmédiat par linéarité de la trace et le fait que Tr(AB) = Tr(BA) si (A, B) € .4, (C)?.

2. 2.1.

2.2.

2.3.

24.

On commence par prouver que pour tout x € E il existe un scalaire Ay tel que u(x) = A, x.
Puisque (x, u(x)) estliée, il existe (a, b) # (0,0) tel que ax + bu(x) =0.

m Sib#0onaalors u(x) = (—a/b)x comme souhaité.

m Sib=0,alors a #0 etona ax =0 soit x =0. Dans ce cas, on peut trivialement écrire que u(x) =
u(0) =0=0-x et on a encore le résultat souhaité.

On fixe xp € E non nul. On se donne alors x € E non nul également. Deux cas se présentent :

m Sila famille (x, xg) est liée, on peut écrire ax + bxy = 0 avec (a, b) # (0,0). On a forcément a # 0 car
sinon bxp = 0 avec b # 0 et xy # 0. On peut donc écrire x = (—b/a)xy = Kxp. Il vient alors u(x) =
u(Kxp) = Ku(xp) = KAy, x0. Mais on a aussi u(x) = Axx = AxKxg. Ainsi KAy, xo = AxKxg. Comme
Xxo #0onaKAy =A;K. SiK=0alors b =0 ce qui donnerait ax =0 avec a # 0 et x = 0, c’est exclu.
AinsiK # 0 et il vient bien Ay, = A,.

w Sila famille (x, xo) est libre, on a u(x + x0) = Ay x, (X + X0) = AxqxX + Ayt X0. Mais on a également
u(x+x0) = u(x) + u(xg) = Ay X + Ay Xo. AiNSi Ayt o X+ Ayy o X0 = Ay X + Ay Xo et par liberté de (x, xo) il
vient Ay = Ay4x, = Ay,, ce qui donne ce que I'on souhaitait.

Dans tous les cas, on a bien montré A, = A,. Ainsi, on pose a = Ay, et on a prouvé que u(x) = ax
pour tout x € E non nul. Comme u#(0) = 0 = A0, cette relation est aussi vérifiée en 0 et u est bien une
homothétie.

Si A est nulle, le résultat est trivial avec L = C = A’ = 0. On suppose maintenant A # 0. Si jamais on avait
A = al, avec a € C, on aurait en prenant la trace dans cette relation que na = 0 et donc que a = 0. Ainsi
on obtiendrait A = 0, ce qui est exclu. Ainsi, par contraposée du résultat de la question précédente, en
notant u I'endomorphisme de C" canoniquement associé a A, il existe xy € C" tel que (x, u(xg)) soit
libre. On complete alors cette famille en une base & = (xg, u(xg), es3, ..., e,) de C". Dans cette base, la
matrice de u prend la forme :

0 = v *

1 % oo %

0 % . %
*

On peut bien mettre cette matrice sous la forme souhaitée par I'énoncé. Deux matrices semblables
ayant méme trace et le coefficient en haut a gauche de la matrice précédente étant nul, on trouve bien
que Tr(A") =Tr(A) = 0.

La matrice U —al,, est inversible si et seulement si oI, — U 'est. Or le déterminant de cette derniere ma-
trice est xy (o). Le polyndme caractéristique de U étant un polynéme de degré n, il a au plus n racines.
Il existe donc a € C tel que xy(a) # 0, ce qui donne l'inversibilité de al;,, — U et donc celle de U — al,,.
Enfin, apres calculs par blocs, on obtient :

0 Y(al,—; —U")

RuRv =RvRU = |y _ o1, )X UV —vU!

On procede par récurrence sur la taille n € N* de la matrice A. Linitialisation est claire puisqu'une
matrice de taille 1 de trace nulle est nulle et s’écrit A=0=0-0—-0-0.

On suppose maintenant le résultat vrai au rang n — 1 avec n = 2 et on va le prouver au rang n. On
se donne donc une matrice A € .4, (C) de trace nulle. Grace a la question 2.2, il existe une matrice
P € GL,(C) telle que A = PRAP~!. La sous-matrice A’ de Ry est de taille n — 1 et est de trace nulle. On
peut donc lui appliquer 'hypothése de récurrence et I'écrire A’ = U'V' —V'U’ avec (U’,V') € 4,1 (C)?.
On utilise le début de la question 2.3 pour obtenir o € C tel que U’ — ad,,_; soit inversible. On pose alors
X=(U"—al,_1)"'CetY =L(al,—; —U")~! et on définit les matrices Ry et Ry comme a la question 2.3.
On remarque grace au calcul effectué ala fin de la question 2.3 que RyRy — RyRy = Ra. I suffit alors de
poser U = PRyP~! et V=PRyP~! et on peut vérifier que 'on a UV -VU = A.

— PLANCHE D3 I CENTRALE T 21023 0
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On pose sous réserve d’existence, pour x € R :

+00 dt
F(x) = _
) j; gl

1. Donner le domaine de définition D de F.
2. Montrer que F est dérivable sur D et donner sa dérivée.
3. Donner des équivalents de F aux bornes de D.
4. Proposer une méthode pour calculer F(1).
SoLuTION
1. Lafonction f:t— 1/(**1 + t+1) est continue sur [1, +oo[. Il reste a étudier la convergence de l'intégrale au
voisinage de +oo, ce que I'on fait par équivalent avec le théoréme de comparaison puisque f est positive.
m Six+1<O,onaf(y) ~ 1/t
+00
= Si0<x+1<l,onaf(f) ~ 1/t%+!
o0
m Six+1=1,0onaf() ~ 1/(2¢)
+00
m Six+1>1,0onaf(r) ~ 1/t
+00
On en déduit finalement, par comparaison avec des intégrales de Riemann, que F(x) existe si et seulement
six+1>1, c'est-a-dire que D = R}.
2. Onnote, pour ¢ =1et x>0, f(t,x) I'intégrande de F et on utilise le théoreme de classe %! d'une intégrale a
parametre :
m Pourt=1,x— f(t,x) est €' sur D;
m Pour x>0, t— f(t,x) estintégrable sur [1,+oco[ (question précédente);
m Pour x>0, t— 9df (¢, x)/0x est continue par morceaux sur [1,+oo[;
m Pourxela,b]cRietr=1:
of (1,x)| t“'ine | _ "'t
ox | | tlet+12| 0 (19t 4 £ +1)2
Ce majorant est continu par morceaux sur [1,+oo[ et intégrable puisque équivalent a (In )/ £>+1~? qui
est lui-méme intégrable a 'aide d'un critére de Riemann si 2a+1— b > 1, c’est-a-dire si 2a > b. On
suppose donc que a < b < 2a pour que la condition précédente soit vérifiée.
On obtient la classe ¢! de F sur chaque segment [a, b] de R} avec a < b < 2a et donc sur R}. La dérivée est
donnée, pour x >0, par :
() /*00 Fintdr
X)=- —
1 (@ +r+1)?
3. On réalise le changement de variable u = ¥ dans I'expression de F(x) pour x > 0, changement de variable

@ et strictement croissant :
1 [t du
Fo=-| ———
XN wtu+u'Tx

Par utilisation du théoréme de convergence dominée, on peut prouver que :

f*‘” du f*oo du _f*"o du  In3
1 w2ausyl-r ot Siowr+2u )i ouw+2) 2

ol la derniere intégrale a été calculée a 'aide d'une décomposition en éléments simples. Les hypothéses
classiques du théoréme de convergence dominée ne posent aucun probleme, et une domination possible
est la suivante :

1 1

<
ul+u

Yu=l, :
2 1-<
u+u+u " x

qui est bien une fonction continue par morceaux et intégrable sur [1,+oo[. On en déduit :

In3
R
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On procede de fagon parfaitement équivalente en 0" et on trouve :

1 T du In2
F(x) ~ — 5 =—
0 ut+u X
4. Pour calculer I'intégrale F(1), on commence par écrire au dénominateur de I'intégrande, pour ¢ = 1, que
PHt+l=(t+ %)2 + %, et on factorise ensuite par 3/4. On peut alors directement calculer I'intégrale par

crochet généralisé en intégrant a I'aide de la fonction Arctan. On trouve F(1) = 7t/ (3v/3).

Pour n €N, on pose:

1 2n 1 b
u :f dr et Upsl = -V, avec Uvy=—
"ho1+e2 2n+1 4
1. 1.1. Ecrire une fonction Python qui pour 7 € N donné renvoie les 7 + 1 premiers termes de la suite (i) ey
Faire de méme pour la suite (v;) en-
1.2. Conjecturer une relation entre les suites (i) ,eny €t (V) nen €t 1a prouver.
1.3. Déterminer la nature de la suite (v;,) ,en-
2. Pour neN, on pose w;, = vyy,.
2.1. Déterminer une relation entre les termes de la suite (wy,) ey €t la quantité :
i ! neN
So@k+1)(Ak+3)’
2.2. Calculer la somme suivante :
+00 1
,;) (4k+1)(4k+3)
3. 3.1. Déterminer le rayon de convergence des deux séries entiéres suivantes :
Z x4n+1 ot Z x4n+3
sodn+1 ns04n+3
3.2. Calculer la somme de la série de la question 2.2 al'aide de la série entiére suivante :
Z x4n+1
s0@n+1)4n+3)
SoLuTION

1. 1.1. import numpy as np
import scipy.integrate as integr

def I(n)
def f(t)
return t**(2*n)/(1+t**2)
return integr.quad(f, 0, 1)[0]

def U(n)
return [ I(k) for k in range(0,n+1) ]

def V(n)
R=1[ np.pi/4 ]
for k in range(n)
R += [ 1/(2*%k+1)-R[-1] 1]
return R
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1.2

1.3.

. 2.1,

2.2.

. 3.1,

3.2.

print(U(5))
print(V(5))

# Il semble que u n = v _n pour tout n...
Il semble numériquement que u, = v, pour tout n € N, ce que I'on va maintenant démontrer. On fixe
neN eton écrit :

lt2n+2 ltzn[(1+t2)—l] 1 1 tZI’L 1
Uns1 = dt= —dtz[ tZ"dt—f — _dt= —u
el fo 1+12 fo 1+12 0 o 1+ 12 2n+1 "

De plus, on a directement que 1y = /4 = vy. Ainsi les suites (¢,) ,eny €t (V) nen VErifient la méme rela-
tion de récurrence d’ordre 1 et ont le méme premier terme : elles sont donc égales.

D’apres la question précédente, la nature de la suite (v;,),,cn €st la méme que celle de la suite (1) ,en-
Or, par positivité et croissance de l'intégrale :

1 g2n 1 1
Osf dtsf L p—
o 1+12 0 2n+1

Par encadrement, cela donne que u,, tend vers 0 lorsque n tend vers +oo et il en est de méme pour v,.

On fixe n € N. En utilisant la relation de récurrence vérifiée par la suite (v;) ,en, On A

1 1 1
Wyl =V =——V = - -v
nH T T S ons ) +1 " T 4nt3 (2(2n)+1 2”)
1 1
= — le
A4n+3 4n+1
2

— wy,

e —
(An+1)(4n+3)

On en déduit :

i ! ! i( ) 1( )

—_— = —— Wil — Wi) = —=(Wpe1 — W

S dk+)(k+3) 2/ T TR T e o

On note S la somme cherchée. Elle est égale, sous réserve de convergence, a la limite de la suite des
sommes partielles associée. D’apres la question précédente, et étant donné que la suite (v,) ,en cOnverge
vers 0 d’apres la question 1, on a:

1 . 1 =
S=——( lim wn—wo)z—-—z—
2 \n—+o0 2 4 8
Par application du critére de d’Alembert, on trouve aisément que le rayon de convergence de ces deux
séries entieres est 1.

On fixe x € ] -1, 1[. Grace a la question précédente, on peut poser :

400 4n+1 +oo ,4n+3
F(x) = et G(x) =
) ,;04n+1 ) ,;04n+3

Par décomposition en éléments simples, on a alors, pour x€]0,1[:

+00 x4n+1 1t x4n+1 1 too x4n+1 1 1
Z—:— __Z :—F(x)——zG(x)
Zodn+1)@n+3) 2/7=@n+1) 2/7@n+3) 2 2x

Par dérivation puis primitivation, on peut facilement calculer F(x) et G(x) pour x € ]0,1[. On trouve :

1 1+x 1 1 1+x 1

F(x) = —-In|—— |+ —Arctanx et G(x)=-In|—— |- —Arctanx

4 1-x) 2 4 1-x) 2

Enfin, on démontre facilement que la série de fonctions }_;~q x**1/[(4n+1)(4n + 3)] est normalement
convergente que [0, 1] puisque son terme général est majoré par 1/[(4n+1)(4n+3)], terme général d'une
série convergente puisque équivalent a 1/(16n?). Ainsi, la somme T de cette série entiére est définie et
continue sur [0, 1]. On en déduit facilement, par continuité de T en 1 et grace aux expressions de F et G
trouvées ci-dessus pour x€]0,1[:

+00 1 +00 x4n+1

] . 1 1 T
S:Z—:hmz—:]lm “F(x)-—Gx)| =~
4n+1)4n+3) x—1/2@n+1)(@n+3) x—1\2 2x* 8

n=0
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Soient A = (a;,j)1<i,j<n € #n(C) et B € 4, (C). On pose :
al,lB . dl,nB
A®B= : :
ap1B ... ap,B
1. Ecrire une fonction Python qui a deux matrices A et B renvoie A® B.

On pourra utiliser la fonction concatenate de Numpy.
Tester la fonction sur des matrices de petites tailles.

2. Soient A, B,C,D quatre matrices telles que les matrices AB et CD aient un sens. Pour des petites valeurs de 7 et
avec des matrices créées par vos soins, calculer (AB) ® (CD) puis (A® C)(B® D).
Conjecturer un résultat général et le démontrer.

3. Soient P € GL,(C) et Q € GL,(C). Montrer que P ® Q € GL,,,(C).
En déduire que: (P® Q) '(A®B)(P®Q) = (P~!AP) ® (Q"'BQ).

Soient B € .4, (C) et a € C. Exprimer xqp en fonction de xg.
Soient A € .4, (C) triangulaire supérieure et B € M (C). Exprimer XaeB.
Gréce a Python, émettre une conjecture sur les valeurs propres de A® B.

La démontrer.

SOLUTION
1. import numpy as np

np.array([[1,2],[3,41])
np.array([[4,5,6],[7,8,9],[10,11,12]])

W >
Il

def Tensoriel(A,B)
# Premiere ligne de A x B
L = A[0,0]*B
for j in range(1,len(A)):
L = np.concatenate((L,A[O,]j]*B),axis=1)
R = np.copy(L)
# Autres lignes
for i in range(1,len(A)):
L = A[1,0]*B
for j in range(1l,len(A)):
L = np.concatenate((L,A[1,]j]*B),axis=1)
R = np.concatenate((R,L),axis=0)
return R

Tensoriel (A,B)

= np.array([[1,2],[3,4]1])
np.array([[6,-21,[0,111)
= np.array([[1,-31,[-2,31])
= np.array([[0,3],[1,1]]1)

O N W >
I

print(Tensoriel(np.dot(A,B),np.dot(C,D)))
print(np.dot(Tensoriel(A,C),Tensoriel(B,D)))
# C'est égal !

Dans le cas général, pour prouver 1'égalité des deux termes, on effectue le produit par blocs de A® C avec
B®D et on reconnait immédiatement (AB) ® (CD).
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3. On utilise le résultat précédent avec A=P, B=P~!, C=Q et D = Q~!. Cela donne la relation suivante :
P2Q)(P'eQ ) = (PP He(QQ ™) =1,8I, =1,,. Ainsi P®Q est bien inversible et son inverse est (P~ 1@Q ).
En utilisant I'expression de I'inverse de P ® Q et deux fois la regle de calcul de la question 2, on arrive au
résultat souhaité pour la fin de cette question 3.

4. Soit A € C. On trouve immédiatement, si a # 0, par définition d'un polyndéme caractéristique :
XaB(A) = det(Al, — aB) = a” det(élp - B) =aoPxs (é)

Sia=0,onayxupA) =A"
5. Si A est triangulaire supérieure, A ® B est triangulaire supérieure par blocs. Par propriété de calcul sur les
déterminants de matrices triangulaires par blocs, on obtient donc, pour A€ C:

XaeBN) = [ [Xa;,8N)
i=1

Cette expression peut étre détaillée avec la question précédente en distinguant les coefficients (a; ;) nuls et
ceux qui ne le sont pas.

6. import numpy.linalg as alg

print(alg.eigvals(Tensoriel(A,B)))

print(alg.eigvals(A))

print(alg.eigvals(B))

# On remarque les valeurs propres de A X B sont les lambda a x lambda b avec lambda a et
# lambda b valeurs propres de A et B

Pour démontrer ce résultat, on note (A;)1<;<n €t (1j)1<<p les valeurs propres comptées avec multiplicité de
A et B. Sur C, A est trigonalisable, on peut écrire P~1AP = T avec P une matrice inversible de taille n et T
une matrice triangulaire de taille n avec les (A;)1<;<, sur la diagonale. En utilisant la formule de la question
3 (avec Q =1,), on obtient que A ® B est semblable a T ® B. En particulier ces deux matrices ont les mémes
valeurs propres. Le polyndme caractéristique de T ® B peut étre calculé grace a la question précédente :

n
XTeB = HX)\iB
i=1

On suppose que les valeurs propres nulles de A sont les Ay, ..., A (avec k = 0 si jamais 0 n'est pas valeur
propre de A). Avec la question 5, pour A € C, on obtient donc :

n
XTeB(A) = )\nk' [T APxe (%)
i=k+1

Avec cette expression, on en déduit immédiatement les racines de xtgp, a savoir les valeurs propres de T ® B
etdonc cellesde A®B:

sp(A®B) = {A;p;j, (i,)ell,nlx[1,pl}

messss PLANCHE D6 === CeNTRALE 2 2023

Pour n = 2, on définit la matrice Cj, de coefficients (c;, j)1<i, j<n donnés par :
1 siiell,n—-1]etj=i+1
cij=41 si@Qi,j)=(n1)
0 sinon
1. Ecrire une fonction Python permettant de donner C,,.

2. Calculer C}! pour ne[1,10].
Conjecturer un résultat et le prouver.

La matrice C,, est-elle diagonalisable dans C? Dans R?

Prouver que 1 est toujours valeur propre de C,,.
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5. Calculer C,,*C, pour ne[1,10].
Conjecturer un résultat et le prouver.

6. Montrer que tout vecteur propre de C,, est vecteur propre de C,,* et préciser la valeur propre associée.

Déterminer I'espace propre E; (C,).

SOLUTION

1.

import numpy as np

def Cn(n):
A = np.zeros((n,n))
for i in range(n-1):
Ali,i+1]=1
A[n-1,0]1=1
return A

print(Cn(6))

2. def Puissance(A,k):

if k ==0 :
return np.eye(len(A))
else :
Am = np.copy(A)
for i in range(k-1):
A = np.dot(A,Am)
return A

for n in range(1,11):
print(Puissance(Cn(n),n))

# Il semble que C n™n =1 n

Nous allons prouver que C! =I,, pour tout = 2. On note f 'endomorphisme de R” canoniquement associé
a la matrice Cy, et (ey,...,e;) la base canonique de R". Par lecture de la matrice, on a donc f(e;) = e, et
f(e;) =ej_1 pour i€ [2,n].Paritération, on a directement f?(e;) = ei_ppourpe[0,i—1]etie[2,n].Deés
lors, on peut écrire :
» Pouri€[2,n],ona f'"!(e;) = e puis f"(e) = " (T e)) = [ er) = 7 (en) = en—ni) = €i;
m Pouri=1,0naf"(e;)=f"1)=f""1en =en(n1=e1=ei.
On a donc prouvé que f"(e;) = e; pour tout i € [1, n], c’est-a-dire que f” =id soit C); =1I,,.
La question précédente montre que P, (X) = X" —1 est annulateur de C,,. Ce polyndme étant scindé a racines
simples que C, C,, est diagonalisable sur C. Sur R, on sait que le spectre de C,, est inclus dans les racines de

P, ce qui donne 1 comme unique valeur propre possible. Dés lors, si C,, était diagonalisable, elle serait égale
al,, ce quin'est pas le cas.

On observe que le vecteur U € .4, (C) dont les coefficients sont tous égaux a 1 vérifie C,,U = U. Le vecteur
U étant non nul, cela permet d’assurer que 1 est valeur propre de C;,.

for n in range(1,11):

C = Cn(n)
print(np.dot(np.transpose(C),C))

# Il semble que C N T Cn=1In

On va prouver que C,'C, = I,, pour tout n = 2. Pour ce faire, on peut remarquer que les colonnes de C,,
forment a I'ordre pres la base canonique de R” et donc une base orthonormée de R” pour le produit scalaire
canonique. Ainsi la matrice C,, est orthogonale et vérifie donc C,,'C,, = I,,.

Soit X € .4},1(C) un vecteur propre associé a une valeur propre A € C de C,,. On a donc C,X = AX. Ainsi
C,'C,X =X grace a la relation de la question précédente. Cela donne C,,"AX =X et donc C,, "X = %X (il faut
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remarquer que A ne peut étre nulle puisque par la question 3, les valeurs propres de C, sont incluses dans
'ensemble des racines n—&mes de 'unité). Ainsi X est aussi vecteur propre de C,," et est associé a la valeur
propre %

7. Larésolution de C,X = X donne immédiatement que toutes les coordonnées de X sont égales. Ainsi E; (C,,) =
Vect(U) ol U est le vecteur introduit a la question 4.

PLANCHE D7 m=== CenTRALE 2 2023

Une matrice C = (¢;, j)1<i,j<n € #,(C) est dite centro-symétrique si, pour tout (i, j) € [1, n]? ona Ci,j = Cn+l—in+l—j-
Dans la suite, on travaillera avec la matrice S = (s; j)1<;, j<n € #,(C) définie par:

1 sii=n+1-j

Si,j = 0 si
sinon

Une matrice centro-symétrique est-elle symétrique ?

Ecrire une fonction Python permettant de tester si une matrice est centro-symétrique.

Montrer que si C est centro-symétrique alors, pour tout (i, j) € [1, nl? ona Cin+l-j = Cn+l-i,j-

e b=

Prouver que C est centro-symétrique si et seulement si CS = SC.
En déduire une nouvelle fonction Python permettant de tester si une matrice est centro-symétrique.

5. SiA et B sont centro-symétriques, prouver que AB I'est aussi.
Si A est de plus inversible, montrer que A~! 'est également.

6. Montrer que 'ensemble des matrices centro-symétriques de .4, (C) est un sous-espace vectoriel de .4, (C) et
donner sa dimension.

SOLUTION

1. Lamatrice Ey; +Eq2+E;_1,+E;, est centro-symétrique mais pas symétrique.

2. import numpy as np

def Test(A):
n = len(A)
Resultat = True
for i in range(len(A)):
for j in range(len(A)):
Resultat = (A[i,j] == A[n-1-i,n-1-j])
if not(Resultat):
break
if not(Resultat):
break
return Resultat

A = np.ones((5,5))

B = np.copy(A)

B[1,1]=2

C = np.copy(B)

C[3,3]1=2

# A est CS, B ne l'est pas, C l'est.
# On vérifie :

print(Test(A
B

print(Test(

))
))
print(Test(C))

3. C’estune conséquence immédiate de la définition. Soit (i, j) € [1, nl%.Ona:

Ci,n+1-j = Cn+l—i,n+1-(n+1-j) = Cn+1-i,j
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4.

messss PLANCHE D8 === CeNTRALE 12022

Soit (i, j) € [1,n]?. On commence par calculer les coefficients d’indices (i, j) des matrices CS et SC :
n
(CS)i,j =D Ci,kSk,j = Cijn+1-j etdeméme  (SC); ;= cni1-4,j
k=1

Avec la question précédente, si C est centro-symeétrique, elle vérifie ¢; n41-j = cn11-4,j pour tout couple
(i, j) € [1,n]?, cet-a-dire (CS);,j = (SC); j pour tout (i, j) € [1,1n]* et donc CS = SC.

Réciproquement, si CS = SC, on a (CS); ; = (SC); ; pour tout (i, j) € [1,n]?, c'est-a-dire Cin+l-j = Cn+l—i,j
pour tout (i, j) € [1, n]? d’ot1 'on déduit facilement que C est centro-symétrique avec une justification res-
semblant a celle de la question 3

def Test2(A):
n = len(A)
S = np.zeros((n,n))
for j in range(n):
S[n+l1-j,jl=1
return np.dot(C,S) == np.dot(S,C)

# On vérifie :

print(Test(A))
print(Test(B))
print(Test(C))

On note % 'ensemble des matrices centro-symétriques. Soit (A, B) € %2. On utilise la caractérisation de la
question précédente, on sait que AS = SA et BS = SB de sorte que ABS = ASB = SAB et AB est bien centro-
syémtrique. Si A est en plus inversible, on part de la relation AS = SA et en multipliant par A~ 4 gauche et a
droite, on obtient SA™! = A™!S et A~! est bien centro-symétrique.

Le fait que ¢ soit un sous-espace vectoriel de .#,(C) se prouve facilement par caractérisation des sous-
espaces vectoriels (I, € ¢ et si (A,B,A\) € %2 xC,ona (AM+B)S =AAS+BS = ASA+SB =S(AA+B), ce qui
prouve la stabilité par combinaison linéaire de % grace au critere de la question 4). Il reste a trouver la
dimension de €. On doit distinguer les cas n pair et n impair et on prouve facilement que :

m Sinestpair:

1’12

¢ =Vect({E; j, (i, ) €[1,n]% j>i}u{E;; i€ll,5]}) donc dim(%):7+1
m Sinestimpair:

n?+1

¢ =Vect({E; j, i, ) €[1,n1? j>i}U{E;; i€[1,21]})  donc  dim(%)=

Soit f:10,1] — [0,1] une fonction continue. On se donne (a;) N une suite a valeurs dans ]0, 1] tendant vers 0 en
+00. On définit ensuite la suite (u,) ,en €n choisissant gy € [0,1] et en posant :

VneN, upi1=anf(u,)+0-ay)uy

1. Donner la nature de la suite (14,411 — Un) nen-

2. Onsuppose que la série ;¢ a, converge, étudier la nature de la suite (1) ,en-

3. Onsuppose que la suite (i) ,en tend vers € € R vérifiant f(€) # ¢. Etudier la nature de la série ¥,,5¢ ay,.

SOLUTION

1.

On peut facilement prouver par récurrence que u, € [0, 1] pour tout n € N (I'initialisation est claire et, pour
I'hérédité, si u, € 0,11, f(u,) €[0,1] également et 1,41 est alors bien dans [0,1] en tant que combinaison
convexe de u, et f(u,)). Deslors,ona u, €[0,1] et f(u,) €[0,1] pour tout n € Ndonc:

0

VYneN, |up—uyl=ay |f(un)_ un| < ap
n—+00

Par encadrement, on conclut que la suite (u,+1 — 1) nen tend vers 0.
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2. Avec la majoration précédente, puisque la série }_,~( a, converge, on obtient par comparaison que la série
Y ns0(Un+1 — Uy) converge absolument et donc converge. Cela équivaut par propriété de cours (lien suite —
série) a la convergence de la suite (1) ,en-

3. Si(up)nen tendvers €, (f(uy)) nen tend vers f(€) par continuité de f. Comme f(¢) # ¢, la quantité f(u,) —u,
est donc non nulle a partir d'un certain rang p € N. On peut alors écrire pour n= p :

= Up+1— Up (u u,)
e e |-
" ) —uy oo fO -0
Comme la suite (u,),en converge, la série Y ,-0(u,+1 — Uy) converge (lien suite — série) de sorte que, par
comparaison, la série a termes positifs }_,-q a, converge bien.

Soit P € C[X] de degré au moins 1 tel que P ne possede pas de racine de module 1.

1. Montrer que I'intégrale 02 TIn(|P(e'?)]) dt existe. On la note M(P).
2. Montrer qu'il existe Ae R, se N*, my,...,mseN* et z;,...,2, € C\U tels que :
S
M(P) =A+ ) mMX-zg)
k=1
3. Ecrire en Python, une fonction Mahler(r,0) qui renvoie M(X — re'9). Calculer Mahler(2,50).
Tracer, pour r fixé, la fonction 8 — Mahler(r,8) pour différentes valeurs de 0 espacées de 0.01.
Quelle conjecture peut-on faire?
4. Tracer, pour 0 fixé, la fonction r — Mahler(r,0) pour r € {0,2,3,5,10}.
Quelle conjecture peut-on émettre?
5. Montrer la conjecture de la question 3.
6. Montrer la conjecture de la question 4.
SoLuTION

1. t—In(|P(e'")|) est continue par composition de fonctions continues (¢ — P(e’’) ne s’annule pas par hypo-
these) sur le segment [0, 21t], donc l'intégrale est bien définie.

2. llexiste AeC*, seN*, my,...,mgeN* et z,...,2, € C\ U tels que

N
P=AJ]X=-z)™.
k=1

On a alors

2mn S . s
M(P) =f (ln(l)\l) + Y mgln(le’ -z |dt =2nIn(Al+ ) mpMX - z).
0 k=1 k=1

from math import *
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import scipy.integrate as integr

def f(t):
return(np.log(abs(np.cos(t)+np.sin(t)*1j-r*(np.cos(theta)+np.sin(theta)*1j))))

def Mahler(r,theta):
return(integr.quad(f,0,2*np.pi)[0])

def graphe(r):
X=[k*0.01 for k in range(400)]

152



Y=[Mahler(r,x) for x in X]
plt.plot(X,Y)
plt.show()

L'appel de graphe(30) donne

225

22.0

21.5

21.0

20.5

On peut conjecturer que Mahler(r,0) ne dépend pas de 6. D’autres valeurs de r (supérieures a 15) donnent
aussi un graphe constant, mais la valeur de la constante semble dépendre de r.

def graphebis(theta):
X=[0,2,3,5,10]
Y=[Mahler(r,theta) for r in X]
plt.plot(X,Y)

plt.show()

Lappel de graphe(50) donne

16

On peut conjecturer que Mahler(r,0) renvoie 2nIn(r), pour r > 1.

Soit (1,0) € Ry \{1}xR. On pose I(r,0) = f027I In(|P(e'")|)dt. Apres calcul du module, on trouve I(r, 0) = % 02” In(1+
r? —2rcos(t —0))dt. La fonction sous I'intégrale étant 2m-périodique, toutes ses intégrales sur un segment
de longueur 27t sont égales et donc le changement de variable u = £ — 0 permet de dire que

1 21
I(r,@):zf In(1 + % —2rcos()dr
0

et donc ne dépend pas de 6.

Notons I(r) la derniere intégrale obtenue. I est une intégrale a parametre vis a vis de r. On lui applique le
théoreéme de dérivation. Pour r € R, \ {1}, £ +— In(1 + 2 —2r cos(t)) est continue sur le segment [0,27] et donc
elle y est aussi intégrable. Pour £ € [0,27], r — In(1 + r2 —2rcos(r)) est de classe € sur [0,1] et sur 1, +ool.
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Pour r € Ry \ {1}, t — % est continue. Enfin, pour [a, b] c]1, +oco[ (resp. [a, b] < [0,1[), on a pour

relablette(0,2n], |5 frr{_zzcr"csé?( 5 %{”rfz) et on peut majorer cette quantité par Z(Hb) (resp. ?1(1—2?2)) Ces

constantes sont bien intégrables sur [0,27]. On obtlent ainsi que I est de classe €1 sur [0, 1[etsur]l, +oo[ et
que pour r dans cette union d’intervalle, on al'(r) = 2 02“ %d t.

Par décomposition en éléments simples, on trouve alors, pour r > 1

/ZH( 1 el 1 e it )
- —|dt
0 21-relt 21-re it

1 [2m 1 1
= — ( — + ,t)dt
r

I'(r)

2rJo |1 et
r

1 271 +00 e—int+ eint

= — Y ———dt

2r =0 rh
1 +OO 2n
= f cos(nt)dt.
I p= 0 rn

cos(nt)

On a pu intervertir la somme et I'intégrale, car, a r fixé, la série de fonctions }_ (t —
lement, donc uniformément sur le segment [0, 27].

Or fozn cos(nt)dt est nulle, sauf pour n = 0 ol elle vaut 2, il reste donc I'(r) =

Il existe donc C € R telle que pour tout r €]1, +oo[, I(r) = 2nIn(r) + C. Oron al(r) = fozn In(r)dt+ fozn In(le®® -
%e” dt et il est facile de voir que cette derniere intégrale tend vers 0 en +oo en appliquant le théoreme de
convergence dominée (la fonction constante en In(2) est une fonction de domination). On trouve donc C =0
et finalement, 1(r) = 2t In(r) pour tout r > 1.

Un calcul similaire donne I’ nulle sur [0, 1], donc I est constante sur [0,1[ et comme I(0) = 0, I est nulle sur
[0,1].

) converge norma-

On s’intéresse a ’équation différentielle suivante :

(t+1y' -2y —(t-Dy=te! (L)

On note (H) 'équation homogeéne associée.

1. Montrer que (H) admet une solution sur R de la forme ¢ — e%' avec a € R.

2. Un logiciel de calcul donne que x : t — (2 t2 +61+5)e” " est solution sur R de (H) et quey:t— (t+1)/2e

~! est

solution sur R de (L).
Donner la forme de ’ensemble des solutions de (H) et (L) sur] — 1, +oo[ notés S (H) et S, (L).

3. Donner S(H) et S(L) I'ensemble des solutions sur R de (H) et de (L).

SOLUTION

1.

Si t — e est solution de (H) alors a = 1. On vérifie que@:t— e! convient.

2. Le coefficient devant y” ne s’annulant pas sur | — 1, +ool, on sait, par le théoréeme de Cauchy-Lipschitz, que

S+ (H) est un espace vectoriel de dimension 2. Comme ¢ et x sont des éléments de S (H), formant une
famille libre, c’en est une base. Il vient, S (H) = Vect(g, x).

On sait aussi que S, (L) est un sous-espace affine de direction S, (H) et passant par v, d’'ou S; (L) = v +
S+ (H) =wy+ Vect(, x)-

Soit f une solution de (H) sur R. f est une fonction deux fois dérivable sur R. Sa restriction a | — 1, +ool est
dans S (H) : il existe a et b dans R tels que pour tout ¢ > -1,

f(t) = ae' + b2t> +61+5)e”!. De méme, il existe ¢ et d dans R tels que pour tout £ < —1, f(£) = ce’ +d(21* +
6¢+5)e~ L. Par ailleurs, en évaluant en —1, on trouve, 2y'(-1)-2y(-1)=0

f est continue sur R, donc continue en —1. La limite a droite et la limite a gauche de f en —1 doivent étre
égale (a f(~1)). On trouve a+ be® = ¢+ de®.

f estde classe € sur R, donc la limite 2 droite et la limite 2 gauche de f’ en —1 doivent étre égale, on retrouve
la méme équation.
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Réciproquement, posons f la fonction définie par (c + de® — be?)e’ + b(2t> + 6t +5)e”! pour t > —1, ce’ +
d(2t?> +6t+5)e ! pour t < —1 et qui vaut % en —1.
Onaf=bfi+ce+dfs, avec fi(t) = —e'*? + (21> +6t+5)e ' sit>—1etOsinonet fo(f) =e™?sit>-1et
(2> +6¢+5)e”! sinon.
On vérifie que f] et f> sont solutions de (H) sur R.
Finalement, S(H) = Vect(y, fi, f2).
Soit f une fonction deux fois dérivable sur R. f est solution de (L) si et seulement si f — est solution de (H)
et donc

S(L) =y + Vect(y, f1, f2).

memsss PLANCHE D11 === CENTRALE 2 2019

On définit une suite de polynomes (P,) ,en par Po =1, Py =2X et, pour n € N*, P, =2XP, —Pj_;.

1. Calculer P; pourie[1,8].
2. Faire une conjecture et la démontrer.

Pour P et Q deux polynémes de R[X], on pose :

1
v(EBQ) =f V1-£2P(0)Q(ndt
-1

Montrer que  est un produit scalaire sur R[X].
Pour (i, j) € [0,8]? calculer y(P;,P)).
Conjecturer un résultat puis le démontrer. (On pourra faire le changement de variable ¢ = cos®.

On définit maintenant @ : P — —3XP’ + (1 - X?)P”.
Pour n € N*, on définit M, la matrice représentative de @ restreint a R, [X] dans la base canonique de R, [X].

6. Expliciter M3, My et Ms.
7. Trouver les valeurs propres et les sous-espaces propres de ®.

8. Que peut-on en déduire pour ®?

SOLUTION

1.

def Pol(n):
L=[Polynomial([1]),Polynomial([0,2])]
for i in range(2,n+1):
Q=Polynomial([0,2])*L[i-1]-L[i-2]
L.append(Q)
return(L)

Lappel de Pol(8) renvoie

[Polynomial([ 1.1, [-1, 1], [-1, 1]),
Polynomial([ ©., 2.1, [-1, 1], [-1, 11]),

Polynomial([-1., ©., 4.1, [-1., 1.1, [-1., 1.1),

Polynomial([ ©., -4., ©o., 8.1, [-1., 1.1, [-1., 1.]),

Polynomial([ 1., 0., -12., 0., 16.1, [-1., 1.1, [-1., 1.1),

Polynomial([ ©., 6., 0., -32., 0., 32.1, [-1., 1.], [-1., 1.1),

Polynomial([ -1., 0., 24., 0., -80., 0., 64.]1, [-1., 1.], [-1., 1.1),

Polynomial ([ 0., -8., 0., 80., 0., -192., 0., 128.1, [-1., 1.1, [-1.,
a1,

Polynomial([ 1., 0., -40., 0., 240., 0., -448., 0., 256.1, [-1., 1.1,

[-1., 1.1)]
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donc Py = 4X? -1, P3 = 8X3 —4X, P4 = 16X* — 12X + 1, P5 = 32X° —32X3 + 6X, Pg = 64X°® — 80X* + 24X? — 1,
P; = 128X —192X° + 80X3 — 8X et Pg = 256X® — 448X5 + 240X* — 40X? + 1.

On conjecture que pour n € N, P, est de degré n, son coefficients dominant est 2" et a la parité de n.

On prouve par récurrence sur n € N*,

(Hp) : Vke[0,n], deg(Py) = k, le coefficient dominant de Py est 2k et Pr(—X) = (—1)kPk.

Lhypothese est vraie pour n = 1.

Soit n € N* tel que (H,,) soit vraie. Montrons H,,1.

Par hypothese de récurrence, P, = 2"X" + R, avec deg(R,) < n—1 et deg(P,-1) < n—1. Comme P, =
2XP,, —P,_1 = 2X(2"X" +R,) —P,_1 = 2"1X"1 L (2XR,, - P,,_1), vu que deg(2XR, — P,_1) < n, on obtient
bien que P4 est de degré n+ 1 et de coefficient dominant 2n+l

Ppi1(=X) = —2XP,,(=X) = Pp_1 (-X) = (=" 12XP,, — (1) P,y = (=) (2XP,, — Ppyoy).

Pui1(=X) = (=1)""'P,,; et P,,11 a bien la méme parité que n + 1.

La symétrie de y est évidente.

La bilinéarité découle de la linéarité de I'intégrale et de la symétrie.

La positivité découle de la positivité de 'intégrale.

Si P vérifie w(P,P) = 0, alors f_ll V1-12P()%dt = 0, t — V1—t2P(1)? est positive, continue et d’intégrale
nulle, donc le est identiquement nulle sur [—1, 1]. Alors P s’annule sur ] — 1, 1[ et donc possede une infinité
deracines: P =0.

V est bien un produit scalaire.

import scipy.integrate as integr
import numpy as np

def f(x):
return(p(x)*q(x)*np.sqrt(1l-x**2))

def Psi(p,q):
return(1l/(2*np.pi)*integr.quad(f,-1,1)[0])

def ProScal(n):
L=Pol(n)
M=np.zeros((n+l,n+l))
for i in range(n+l):
for j in range(n+1):
M[i,jl=Psi(L[i],L[j])
return(M)

L'appel de ProScal(8) donne

array([[ 2.50000000e-01, 0.00000000e+00, -3.90577295e-17, 0.00000000e+00,

-1.55999924e-16, 0.00000000e+00, -1.84441712e-15, 0.00000000e+00, -1.10995091e-14],

[ 0.00000000e+00, 2.50000000e-01, 0.00000000e+00, -1.63775889e-16,

0.00000000e+00, -2.01873410e-15, 0.00000000e+00, -1.31174344e-14, 0.00000000e+00],

[ -3.90577295e-17, 0.00000000e+00, 2.50000000e-01,0.00000000e+00,

-2.05344335e-15, 0.00000000e+00, -1.32781525e-14, 0.00000000e+00, -3.82277210e-16],
0.00000000e+00, -1.63775889%¢-16, 0.00000000e+00,2.50000000e-01,

.00000000e+00, -1.32874091e-14,0.00000000e+00, -1.91505672e-16, 0.00000000e+00],
-1.55999924e-16, 0.00000000e+00, -2.05344335e-15, 0.00000000e+00,

.50000000e-01, 0.00000000e+00, -3.07056131e-16, 0.00000000e+00, -1.62168810e-15],
0.00000000e+00, -2.01873410e-15, 0.00000000e+00, -1.32874091e-14,

.00000000e+00, 2.50000000e-01,0.00000000e+00, -1.40056620e-15, 0.00000000e+001],
-1.84441712e-15, 0.00000000e+00, -1.32781525e-14, 0.00000000e+00,

-3.07056131e-16, 0.00000000e+00,2.50000000e-01, 0.00000000e+00, -6.29045910e-15],

[ 0.00000000e+00, -1.31174344e-14, 0.00000000e+00, -1.91505672e-16,

0.00000000e+00, -1.40056620e-15,0.00000000e+00, 2.50000000e-01, 0.00000000e+001],

—_, O~ N —m ® —
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[ -1.10995091e-14, 0.00000000e+00, -3.82277210e-16,0.00000000e+00,
-1.62168810e-15, 0.00000000e+00, -6.29045910e-15, 0.00000000e+00, 2.50000000e-01]1])

On conjecture que la famille (P,,) est orthogonale.
Soit (m, n) € N2 avec m < n. Montrons que y(P,,,P,) =0.

1 T
Y(Pn, Py = %f V1—12P,,(0)P,(H)dt =f sinz(O)Pm(cos(e))Pn(cos(e))de
-1 0

avec le changement de variable ¢ = cos(0). On montre par récurrence que pour tout p € N, sin(0)P, (cos(0)) =
sin((p +1)68). On a donc

bl L
WPy, Py = %f sin((m+1)0)sin((n+ 1)0)d6 = ﬁf (cos((m+ n+2)0) +cos((m—mn)0)) dod = 0.
0 0

def Phi(P):
Q=P.deriv()
R=Q.deriv()
return(Polynomial ([0, -3])*Q+Polynomial([1,0,-1])*R)

def MatPhi(n):

M=np.zeros((n+1,n+1))

for j in range(n+l):
1=[0 for k in range(j+1)]
1[j1=1
P=Phi (Polynomial(l))

for i in range(j+1):
M[i,j]=P.coef[i]

return(M)

Lappel de MatPhi(3), MatPhi(4) etMatPhi(5) donne:

array([[ 0., 0., 2., 0.1,
I 0., <=3., 6., G. ],
[ 0., 0., -8., 0.1,
[ 0., 0., 0., -15.11)

array([[ 0., 0., 2., 0., 0.1,
[ 0., -3., 0., 6., 0.1,

[ 0., 0., -8., 0., 12.1,

[ 0., 0., 0., -15., 0.1,

[ 0., 0., 0., 0., -24.11)
array([[ 0., 0., 2., 0., 0., 0.1,
[ 0., -3., 0., 6., 0., 0.1,
[ 0., 0., -8., 0., 12., 0.1,
[ 0., 0., 0., -15., 0., 20.1,
[ 0., 0., 0., 0., -24., 0.1,
[ 0., 0., 0., 0., 0., -35.11)

On conjecture que les valeurs propres de ® sont les —n? + 1 pour n € N* ou les —n(n +2) pour n € N et que
les les sous-espaces propres associés sont des droites vectorielles.
Utilisons Python pour conjecturer un vecteur directeur de chacune de ces droites.

import numpy.linalg as alg

Lappel de alg.eig(MatPhi(3)), alg.eig(MatPhi(3)) etalg.eig(MatPhi(3)) donne

(array([ ©., -3., -8., -15.1),

157



array([[ 1. , 0. , -0.24253563, 0. 1,

[ 0. , 1. , 0. , -0.4472136 1],

[ 0. , 0. , 0.9701425 , 0. 1,

[ 0. , 0. , 0. , 0.89442719]11))

(array([ 0., -3., -8., -15., -24.1]),

array([[ 1. , 0. , -0.24253563, 0. , 0.04993762],

[ 0. , 1. , 0. , -0.4472136 , 0. I

[ 0. , 0. , 0.9701425 , 0. , -0.5992514 ],

[ 0. , 0. , 0. , 0.89442719, 0. 1,

[ 0. , 0. , 0. , 0. , 0.7990018711))

(array([ ©., -3., ~-8., -15., -24., -35.1),

array([[ 1. , 0. , -0.24253563, 0. , 0.04993762, 0. 1,
[ 0. , 1. , 0. , -0.4472136 , 0. ,0.13143239],

[ 0. , 0. , 0.9701425 , 0. , -0.5992514 ,0. 1,

[ 0. , 0. , 0. , 0.89442719, 0. , -0.70097273],
[ 0. , 0. , 0. , 0. , 0.79900187,0. 1,

[ 0. , 0. , 0. , 0. , 0. , 0.7009727311))

On reconnait que les vecteurs propres proposés sont colinéaires aux P;,.
Il reste donc a prouver que le spectre de @ est {—n(n+2) | n € N} et que pour n € N, E_,(,,42) (P) = Vect(P,,).

Pour n €N, posons Q, =D (P,) + n(n+2)P,.
Pour 6 €]0,t[,ona

sin(0)Q;, (cos(0))

3sin(0) cos(B)P), (cos(0)) + sin®(B)P/ (cos(0)) + n(n + 2)P,(cos(6)).

Or, en écrivant sin(0)P,,(cos(0)) = sin((n + 1)0) et en dérivant deux fois, on trouve

sin(0)Q;, (cos(0)) = 0. Comme sin ne s’annule pas

sur ]0, it[, il vient Q,(cos(0)) =0 et Q,, s'annule sur] —1,1],

donc possede une infinité de racines et finalement Q,, = 0.
On a bien prouvé que P, est un vecteur propre de @, associé a la valeur propre —n(n +2).
Létude de ¢ restreint a tous les R,[X] montre que 'on a ainsi toutes les valeurs propres et tous les sous-

espaces propres.

memms PLANCHE D12 === CENTRALE 2 2017

Soit X I'’ensemble constitué des suites (u,) ,en+ telles que vy, up eRet:

1
Vn=3, u,= E(Zun_l +(n—2)up-2)

On note u(a, b) la suite (uy) ,en+ € 2 de premiers termes a et b.

1. Montrer que X est un R-espace vectoriel. Quelle est sa dimension?
2. Que vaut (¢(a, a)),? Comment peut-on définir entierement X ?
3. Pour n=2,onnote:
n-1 (_ 1) k-1
A=Y —
k=1
Ecrire une fonction u(a,b,n) qui retourne (u(a, b)) .
Ecrire une fonction pour calculer A(n).
Calculer (u(1,3/2)),, —A(n) pour n€ [2,20].
4. Soit f, lasomme de la série entiere associée aux uy, c’est-a-dire :

fu(x)

+00
=Y wex®
k=1

Justifier que le le rayon de convergence R, de la série entiere est > 0.
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5. Montrer que

VIx| <Ry, (6% =D fLx)+2f,(x) = 2(u — up)x — ty

6. Montrer, si possible sans calcul, que x — x/(1 — x) est solution sur]—1,1[de:

=Dy x)+2yx) =-1

7. Calculer f,, pour u(1,3/2).

8. En déduire une expression de (u(1,3/2)), en fonction des termes A(k). Vérifier numériquement avec Python.

SOLUTION

1.

< est non vide (contient la suite nulle), inclus dans RV et assez clairement stable par combinaisons linéaires.
C’est donc un sous-espace vectoriel.
Soit @ : u e X— (uy, uy). Cette application est linéaire de X~ dans R? injective (si u; = up =0, on prouve par
récurrence que tous les termes sont nuls) et surjective (c’est ce qu’admet I’énoncé en parlant de u(a, b) : on
peut construire la suite u par récurrence a partir de ses deux premiers termes). @ est ainsi un isomorphisme
et

dim(2) = dim(R?) = 2

Une récurrence simple montre que
vneN*, (u(a,a),=a

Ona u(ka, kb) = ku(a, b). Pour connaitre tous les éléments de Z, il suffit de connaitre ceux tels que at+bh* =1
par exemple. Il suffit donc de connaitre les u(cos(0),sin(0)) pour 0 € [0, 2x|.

Lénoncé n'est algorithmiquement pas tres subtil puisque pour calculer les valeurs successives de (u(a, b)), —
A(n), il est stupide de recommencer le calcul complet depuis le début pour chaque terme. Il serait préférable
d’écrire une fonction renvoyant la liste des quantités a calculer.

Pour la fonction u, on n'utilise pas une approche récursive pour éviter de faire deux appels a chaque étape.
Comme dans le classique cas de la suite de Fibonacci, on préfere une approche itérative.

def u(a,b,n):
X,y=a,b
for k in range(3,n+1):
X,y=y, (2*y+(k-2)*x)/k

if n==1:
return a
else:
return y
def A(n):
s=0

for k in range(1,n):
s=s+(-1)**(k-1)/k
return s

for n in range(2,20):
print(u(1,3/2,n)-A(n))

4. Soit u € Z. On montre par récurrence que

Vk=1, ugl <max(lug],|up]) =M

- C’estimmédiat aux rangs 1 et 2.
- On suppose le résultat vrai jusqu'a un rang k—1 = 3. On a alors

1 1
lugl < %(ZIMk—1|+ (k= 2)ug-2) < %(2M+(/€—2)M) sM

ce qui prouve le résultat au rang k.

La suite u est bornée et on adonc R, = 1.
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5. Onsait que

Vk=3, kukx =2Up_ x4 (k- 2)uy_ S

On somme ces relations et on reconnait I'expression de f;, et de f;, (on peut dériver terme a terme une série
entiere sur 'intervalle ouvert de convergence) a ceci prés qu’il manque des termes (car on ne somme qu'a
partirde k=3) :

Vx| <Ry, fi(0) = ug —2upx = 2(fu(x) — u1 X) + x° f,(x)

On obtient bien
Vixl <Ry, (6% = 1) fh(x0) +2f,(x) = 2(u1 — u)x — 1

6. Soitv=u(1,1).Ona v, =1 pour tout n et donc

Vxel-1,1[, fy(x)=) x"

n=1 x

La question précédente indique que cette fonction est solution sur ] — 1, 1[ de I'’équation précisée.
7. 8= fua 3z vérifie sur ] — 1, 1['équation différentielle

(x?-1g'(x)+2g(x)=—x—1

Une primitive sur] —1,1[de 5 xl = m + 1= estln ( 1ix ) Lensemble des solutions de I'équation homogene
1+x

est donc Vect (x — 1—) D’ apres la methode de variation de la constante, pour que x — ¢(x) 1= 1tx -+ soit solution

de I’équation complete, il suffit que

1+x
Vxel-1,1], (x -1)—=-x-1
1-x

1l suffit donc de choisir c(x) = In(1+x). La solution générale est donc x — 1” (ln(l + x) + ¢). Comme g(0) =
il faut choisir une constante nulle et on a donc

2
Vxel-1,1[, fuaziz(x) = L1n(1+x) ﬁln(1+x)—ln(1+x)

8. On peut trouver le DSE de f;,1,3/2) a I'aide d’'un produit de Cauchy a partir des DSE de 1+ =y, xtet

X
(71))171

In(1+x) = n 1%

x"'. On peut alors identifier les DSE pour obtenir

k-1 _1\n—-1
Vn=1, u(, 3/2)n_22( ll)c _{ lr)l =A(n+1)+An)

for n in range(2,20):
print(u(1,3/2,n)-A(n)-A(n+1))

memms PLANCHE D13 === CeENTRALE 12017

Soit E un espace euclidien de dimension n = 1. On désigne par O(E) 'ensemble des isométries de E et on introduit
1(f) = Im(f —Idg) et K(f) = Ker(f — Idg). Si u € E, on note s, la symétrie orthogonale par rapport a (Ru)*.

1. Soit f € O(E). Montrer qu’un sous-espace F est stable par f si et seulement si F- I'est.
2. Tojours pour f € O(E), montrer que I(f) @ K(f) = E et que la somme est orthogonale.

3. Soit (uy,..., up) une famille libre de vecteurs de E. Montrer que :

I(sy, 00 sup) = Vect(uy,..., Up)

SoLUTION
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1. Onsuppose que F est stable par u. u induit sur F un endomorphisme v. Comme u est injectif, v I'est aussi et,
par dimension, c¢’est un automorphisme de F. En particulier, tout élément y de F admet par  un antécédent
dans F (u_l(y) €F).Soitxe F+;ona

Vy€eE (u(x)]y) = (w@)|uw () = (xlu'(y) =0 car xe Ft, u"'(y)€F

On a donc u(x) € F+ et F* est stable par u.
La réciproque s’obtient en utilisant (F+)* = F et avec le sens direct.

2. Soient x € I(f) et y e K(f). On adonc f(y) = y et 'existence de z € E tel que x = f(z) — z. On a alors
(xly) = (f(2) = zly) = (f(2)|y) = (zly) = (f (@) f () - (zly) =0

puisque f conserve le produit scalaire. On en déduit que I(f) @ K(f) avec une somme directe orthogonale (si
deux espaces sont orthogonausx, il sont en somme directe).

Par théoréme du rang dim(I(f)) + dim(K(f)) = dim(E) et on on peut, avec la somme directe, conclure par
dimension que

I(f)eK(f)=E

3. Pour montrer cette égalité entre sous-espaces, on peut montrer 1'égalité entre les orthogonaux (il suffit
ensuite de repasser a 'orthogonal). Comme sy, ©---o sy, € O(E) (composée d’isométries), I'orthogonal de
I(sy, 0---05y,) estK(sy, o---osy,) et il suffit donc de montrer que

K(su1 0---0 sl/-p) = Vect(uy,..., up)l

Je propose dele prouver par récurrence sur p. Lhypothése aurang p est “pour TOUTE famille libre (w1, ..., up),
on al’égalité".

- Initialisation : soit u1 # 0 ((11) famille libre. K(s,) = {x/ sy, (x) = x} = Vect(up)L. Le résultat est vrai au

rang 1.
- Hérédité : supposons le résultat vrai jusqu’a unrang p—1 = 0. Soit alors (uy, ..., up) une famille libre. Soit
x € Vect(uy,..., up)J-. x est en particulier orthogonal a chaque u;. Ainsi, x est laissé stable par chaque s,

et sy, 0+-08y, (x) = x ouencore x € K(sy, o-- -osup). On suppose, réciproquement, que x € K(sy, o-- -osup),
c’est a dire que sy, o---0 sy, (x) = x. On en déduit, en composant par s, (qui est une involution)

Sllg 0"'Osup(x) = Su1 (x)

puis
suZO-‘-osup(x)—x:sul(x)—x

On remarque alors que sy, (x) — x € Vect(u). Par hypothese de récurrence(avec (u, ..., up) qui est libre)
su2o---osulﬂ(x)—xel(su2 0--'°Sup) = Vect(uy, ..., up)
Comme (uy, ..., up) estlibre, on en déduit que
suzo---osup(x)—x=Sul(x)—x=0
x est donc dans K(sy, o---o sup) NK(sy,) et ainsi
1 1_ 1
x € Vect(uy,...,up)” NnVect(u)~ = Vect(uy, ..., up)

ce qui finit de prouver le résultat au rang p.

— PLANCHE D]4 — CENTRALE 2 210 17 o

On définit une fonction de deux variables réelles en posant :
Y(x,y) €R?,  f(x,y)=x*+xy+y?
On consideére S la surface d’équation z = f(x, y) etle plan P d’équation x+2y —z = 0.

1. 1.1. Tracer la surface S pour x, y € [-3,3].
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1.2. Montrer que f admet un minimum global sur R?.
1.3. Soit M(x, y, z) € S. Trouver un vecteur n appartenant a P et au plan tangenta S en M.

2. On considere le systeme différentiel suivant :

x'= —x-2y+2
Yy =2x+y-1
Z = 3x

On note C l'arc paramétré par t — (u(z), v(#), w(z)) ou (u, v, w) est 'unique solution du systéme vérifiant les
conditions initiales #(0) = 1, v(0) = —1 et w(0) = —1.

2.1. TracerI'arc paramétré C pour ¢ € [0,4].
2.2. A quoi correspond cet arc par rapport 4 S et P? Le démontrer.

SOLUTION

1. 1.1. Je suis de maniere mécanique les instructions du petit polycopié sur les tracés fourni par Centrale.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
from mpl toolkits.mplot3d import Axes3D

ax=Axes3D(plt.figure())

def f(x,y):
return x**2+x*y+y**2

X=np.arange(-3,3,0.05)
Y=np.arange(-3,3,0.05)
X,Y=np.meshgrid(X,Y)
Z=f(X,Y)

ax.plot surface(X,Y,Z)
plt.show()

1.2. Onremarque que xy > — 3 (x* + %) et que donc

1 . 1
fy == +y") ==l pI?
2 2
f est ainsi de limite infinie quand || (x, y)|| — +oo. Il existe r > 0 tel que
Vi, lzr f,y) =1

Su BF(0,7) = {(x,¥)/ x*>+ y?> < r?} qui est compact, f est bornée et atteint ses bornes. f posséde en
particulier un minimum « sur ce compact. Comme (0,0) € BF(0,7), a < f(0,0) = 0. Ainsi, en dehors de
BF(0, 1), f est plus grande que a et a est en fait le minimum de f sur tout R?.
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1.3.

. 2.1,

2.2,

Question trés ambigué car le plan tangent a S en un point est en fait un plan affine alors que P est défini
comme un plan vectoriel. On dit que l'on cherche un vecteur : faut-il comprendre qu'il appartient a P et
a la direction du plan tangent? Je traite la question comme elle est posée et je cherche donc un élément
dans Uintersection du plan tangent et de P.

Le plan tangent a S en M(x, y, z) est le plan passant par M et orthogonal au gradient en (x, y,z) de F :
(x,y,2) — f(x,y) —z. Ce plan a donc pour équation

Cx+ ) X-x)+C2Cy+x)X¥Y-y)—-(Z-2)=0
On cherche donc #i = (a, b, ¢) tel que
RCx+y(a-x+R2y+x)(b-y)—(c—z)=a+2b—-c=0

On doit résoudre ce systeme de deux équation a trois inconnues et juste en trouver une solution. Je ne
vois pas trop 'intérét de la question.

Il faut d’abord résoudre le probleme de Cauchy puis faire un tracé de courbe dans!’espace. La résolution
donne un tableau C. Les premiéres (resp. secondes ou troisiemes) cordonnées de chaque ligne sont les
valeurs approchées des x(f) (resp y(¥) et z(1)).J'utilise une technique de slicing pour récupérer les listes
monodimensionnelles.

from scipy.integrate import odeint

def F(C,t):
return np.array([-C[0]-2*C[1]+2,2*C[O]+C[1]-1,3*C[0O]])

T=np.arange(0,4,0.01)
C=odeint(F,np.array([1,-1,-11),T)
ax=Axes3D(plt.figure())
ax.plot(C[:,0],C[:,1],C[:,2])

On obtient une courbe fermée plane.
On peut penser que I'arc correspond a l'intersection de S et P (quoi d’autre?). Je tente une visualisation
en placant plan et surface sur le méme dessin.

def f(x,y):
return x**2+x*y+y**2

def p(x,y):
return x+2*y

X=np.arange(-2,2,0.05)
Y=np.arange(-1,3,0.05)
X,Y=np.meshgrid(X,Y)
Z1=f(X,Y)

Z2=p(X,Y)
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ax.plot surface(X,Y,Z1,color="y")
ax.plot surface(X,Y,Z2)
plt.show()

En faisant tourner le dessin a la main, on devine une intersection

o5 00 05 U

—20-15710

Pour justifier, on peut montrer que f(x(f), y(t))—z(t) est constante égale a 0 (en dérivant et en regardant
la valeur en 0). Idem avec x(#) +2y(t) — z(f). Ceci montre que la courbe est incluse dans I'intersection
(mais pas une égalité).

messss PLANCHE D15 === CenTRALE 12017

1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit f un endomorphisme de E.

1.1. Soit A une valeur propre non nulle de f. Montrer que Ej (f) < Im(f).
1.2. Lerésultat est-il toujours vrai siA =0?

2. Pour tout polynéme de P de R[X], on pose f(P) = P(-4)X+P(6).

2.1. Montrer que f est un endomorphisme de R, [X] si n > 1.
2.2. Déterminer les éléments propres de f.

SOLUTION

1. 1.1. Sixe€E)\(f) alors f(x) = Ax. Sion suppose A # 0 alors x = f(x/A) € Im(f). Ainsi,
VYA #0, Ex(f) cIm(f)

1.2. Eo(f) =Ker(f). La question est donc de savoir si Ker(f) < Im(f). Cette inclusion est assez évidemment
fausse en regle générale. 11 suffit de considérer deux supplémentaires F & G = E avec F et G non réduits
a {0} (en supposant dim(E) = 1) et de prendre pour f la projection sur F de direction G. Ou encore plus
simplement de prendre pour f I'application nulle (cas E # {0})

2. 2.1. Il est immédiat que f(AP +Q) = AAf(P) + f(Q) et f est donc linéaire. De plus, Im(f) < R; [X] et donc,

comme 7 = 1, f est un endomorphisme de R, [X].

2.2. En choisissant P = X+4 ou P = X -6, on voit que R; [X] c Im(f) et on a donc une égalité. Par théoréme
du rang, le noyau de f est de dimension n —2 (R, [X] est de dimension n + 1). Si n = 2, 0 est donc valeur
propre. On peut méme trouver le noyau puisque f(P) =0 a lieu ssi P(-4) = P(6) = 0. Ainsi

Eo(f) = X+ X-6)R,—2[X]

Soit A une valeur propre non nulle et P un vecteur propre associé. P est alors dans I'image de f et il
existe a, b (avec (a, b) # (0,0)) tels que P = aX+b. On adonc f(P) = (—4a+b)X+(6a+b). f(P) = AP donne

—-(@4+Na+b =0
{6a+(1—)\)b =0
0.Onadonc A € {2,-5}.

. Ce systeme admettant une solution nulle, son déterminant est nuli.e. A>+3A—10 =
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messss PLANCHE D16 === CEeNTRALE 2 2017

Réciproquement, pour ces valeurs de A le systéme a une droite de solutions. Ce sont donc des valeurs
propres et la résolution donne

Ea(f) = VectX+6), E_5(f) = Vect(X—-1)

Soit S la fonction définie par :

> W=

oo ,—|x—n|

SW=) —;

n=0

Montrer que S est définie et continue sur R*.
Tracer le graphe de S sur [0, 6].
Déterminer la limite de S en +oo.

Montrer que S est intégrable et calculer f0+°° S(x)dx.

Vérifier avec Python.
5. On pose F(x) =2*S(x) pour x = 0.

5.1. Tracer le graphe de F sur [0,20]. Commenter.
5.2. Trouver une relation entre F(x) et F(x + 1).

SOLUTION

1.

efufn

Posons f;, 1 x— =7
Vn, f, € COR") et

X—n a—n

e
<
on on

e
Va=0,Vn=z=a, Vxel0,al, |f(x)| =

a—n . z z ’
On a donc, pour n assez grand, || f;llco,[0,a] < ez—n Comme e/2 € [0, 1], le majorant est le terme général d'une
série convergente et ainsi Y (f,) converge normalement sur tout segment de R*. Par théoréeme de continuité

des sommes de séries de fonctions,
Sec'®h

On se contente ici de prendre la somme partielle d’ordre 50 (on pourrait augmenter).

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

def S(x):
s=0
for n in range(50):
s=s+np.exp(-abs(x-n))/2**n
return s

lx=np.arange(0,6,0.05)

ly=[S(x) for x in 1x]
plt.plot(lx,ly)
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3. Le dessin suggere que S est de limite nulle en +oo. Je propose de le prouver en revenant a la définition des
limites. Je fixe donc € > 0. Comme }_(1/2") converge, il existe un rang ng tel que 0 < ¥ ;5 +1 zin <Ee. ZZO:O I
est alors une somme finie de fonctions de limite nulle en +oo et est donc de limite nulle en +oco. Il existe a
tel que pour x geqga, 0 < ZZZO fr(x) <e.Onaalors

1o 1
Viza SIS Y i+ 3 gpse

n=np+1

On a bien prouvé que
xliIP S(x)=0

4. f, est continue sur R* et égale a une constante fois e~* au voisinage de +oco et donc intégrable sur R*. On a

[Fima=["n=["5%r

ce qui se simplifie en
o 2 1)\"
[ 5= 52-(54)

C’est le terme général d'une série convergente (deux séries géométriques convergentes). Le théoréeme d’in-
terversion somme-intégrale (intégration terme a terme) montre que S est intégrable sur R* et que

o0 ,N—X e—n en
dx+f dx=—(E"-1)+—e™"
n 2" 2n 2n

S(x)dx= =4-
fo (x) dx nZ::Oj(; In 5o

On vérifie avec Python par un calcul approché d’intégrale. Le calcul sur R* échoue c’est pourquoi je le fais
entre 0 et 10 puis entre 0 et 100. La comparaison avec la valeur trouvée ci-dessous est bonne.

from scipy.integrate import quad
print(quad(S,0,10)[0])
print(quad(S,0,100)[0])
print(4-2*np.exp(1)/(2*np.exp(1l)-1))

5. Jedéfinis une fonction F (je pourrais réutiliser S mais ici je prends des sommes partielles de rang plus grand).

def F(x):
s=0
for n in range(300):
s=s+np.exp(-abs(x-n))*2**(x-n)
return s

Ix=np.arange(0,20,0.05)

ly=[F(x) for x in 1x]
plt.plot(1lx,ly)
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4.5

Que dire? Peut-étre que c’est presque périodique au voisinage de +oo...
Soit x = 0. On note N la partie entiere de x etainsiN< x<N+1etN+1<x+1<N+2.0naalors

F(x+1) = 2*IS(x+1)
o [ eflx+17n|
-2 Z on
n=0
N+1 e—(x+1—n) 00 e—(n—(x+1))
— 2x+l(z—+ Z —)
n=0 2n n=N+2 2n

N —(x—]) —(j—x)
= 2x+1 Z e ! + i L
j==1 2t A 2t

= 2% "V 18
= 2% "V 4 F(x)
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